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Einleitung 1
1 Einleitung
1.1 Motivation und Aufbau der Arbeit
In erdbebengefährdeten Regionen ist es von großer Bedeutung, daß Silos nach
einem Erdbeben funktionstüchtig bleiben, um die Versorgung der Bevölkerung zu
sichern und Materialien für den Wiederaufbau bereitzustellen. Während bei
normalen Hochbautragwerken die Steifigkeits- und Massenverteilungen definiert
sind, stellen Silobauwerke aufgrund der Interaktion zwischen Schüttgut und
Silowandung sowie des hochgradig nichtlinearen Materialverhaltens des Schüttguts
den entwerfenden Ingenieur vor eine Reihe ungelöster Probleme. Während das
dynamische Verhalten beim Füll- und Entleerungsprozeß [59,44] ausreichend genau
beschrieben werden kann, ist das dynamische Verhalten bei seismischer
Beanspruchung noch weitgehend unerforscht. Dies führt in den gängigen Normen
zu konservativen Vorgaben für die Einwirkungslasten.
Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung und Verifizierung eines
numerischen Modells zur Simulation des dynamischen Verhaltens seismisch
angeregter Schüttgutsilos. Bei der numerischen Simulation wird das Schüttgutsilo in
drei Bereiche unterteilt: das Schüttgut, die Silowand sowie den Kontaktbereich
zwischen Schüttgut und Silowand (Bild 1.1-1).
Bild 1.1-1: Verwendetes numerisches Modell
Besonderes Augenmerk wird bei der numerischen Umsetzung auf die Beschreibung
des granularen Schüttguts und des Kontaktbereichs gelegt. Dabei wird auf
vorhandene Materialbeschreibungen für das Schüttgut zurückgegriffen. Bei der
Auswahl werden verschiedene Materialgesetze verglichen und hinsichtlich des
beschriebenen dynamischen Verhaltens untersucht. Die Beschreibung des
Schüttgut
Kontaktbereich
Silowand
2 Einleitung
Kontaktbereichs erfolgt mittels einer Weiterentwicklung vorhandener
Kontaktelemente. Die numerische Umsetzung wird mit dem speziell für diese
Problemstellung entwickelten Finite-Elemente-Programm NLS realisiert.
Zur ersten Evaluierung des Modells werden Elementarversuche aus der
Bodenmechanik und statische Füllzustände von Schüttgutsilos aus der Literatur
simuliert.
Das dynamische Verhalten von Schüttgutsilos wird dann anhand von eigenen
Experimenten verifiziert. Diese Versuche werden ebenfalls im Rahmen dieser Arbeit
entwickelt und durchgeführt. Dabei werden verschiedene Silogeometrien
untersucht. Die mit Quarzsand gefüllten Silomodelle werden auf einem
Eisenbahndrehgestell montiert und durch eine beschleunigende und abbremsende
Diesellokomotive dynamisch angeregt. Über speziell entwickelte Meßdosen wird der
dynamische Druck über die Zeit gemessen. Dieser gemessene Druck wird
anschließend mit den numerisch ermittelten Drücken verglichen.
Im Anschluß an die Verifizierung des numerische Modells anhand der eigenen
Versuche wird das numerische Modell auf reale Silogeometrien übertragen.
1.2 Zusammenfassung der Kapitel
Kapitel 1 beschreibt nach einer Einleitung und der Zusammenfassung der einzelnen
Kapitel den Stand der Forschung. Anschließend werden in Kapitel 2 die
Lastannahmen für den Entleerungs- und Füllzustand von Schüttgutsilos sowie für
den Lastfall Erdbeben in den deutschen und europäischen Normen beschrieben und
verglichen.
In Kapitel 3 werden die Elasto-Plastizität und die Hypoplastizität als mögliche
Stoffgesetze zur Beschreibung des nichtlinearen Materialverhaltens des Schüttguts
einander gegenübergestellt und verglichen. Die einfache Hypoplastizität sowie zwei
Modifikationen dieses Materialmodells mittels Geschichtsfunktionen zur
Beschreibung des zyklischen Materialverhaltens und der Ansatz der intergranularen
Dehnung sind Bestandteil von Kapitel 4.
In Kapitel 5 wird die numerische Umsetzung im Rahmen des Programms NLS, das
speziell für diese Problemstellung entwickelt wurde, beschrieben. In den folgenden
Kapiteln werden die einzelnen Komponenten des numerischen Modells erläutert.
Das Schüttgutsilo wird bei der numerischen Simulation in drei Bereiche unterteilt.
Volumenelemente werden zur Simulation des Schüttguts (Kapitel 6),
Kontaktelemente zur Beschreibung des Kontaktbereichs zwischen Schüttgut und
Silowand (Kapitel 7) sowie Schalenelemente zur Simulation der Silowand (Kapitel 8)
verwendet.
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Die Kapitel 9 bis 11 behandeln die Überprüfung des numerischen Modells anhand
von statischen (Kapitel 9) und zyklischen (Kapitel 10) Elementarversuchen aus der
Bodenmechanik. In Kapitel 11 werden verschiedene Silogeometrien untersucht und
die statischen Fülldrücke ermittelt.
Die im Rahmen der Arbeit durchgeführte Versuchsreihe an Modellsilos unter
statischen und dynamischen Lasten wird in Kapitel 12 vorgestellt. Zum einen
werden die untersuchten Modellgeometrien angegeben und zum anderen die
entwickelte Meßtechnik erläutert. Das Kapitel 13 faßt die Versuchsergebnisse
zusammen.
Die folgenden vier Kapitel der Arbeit befassen sich mit der numerischen Umsetzung
der Versuche. Begonnen wird in Kapitel 14 mit der Ermittlung der erforderlichen
Stoffparameter und der Beschreibung der numerischen Modelle. Kapitel 15 faßt die
Ergebnisse der numerischen Simulation des statischen Fülldrucks zusammen. Die
numerische Simulation der zyklischen Versuche und der Vergleich mit den
experimentellen Ergebnisse sind Inhalt des 16. Kapitels. In Kapitel 17 findet eine
Übertragung des numerischen Modells auf reale Silogeometrien statt.
Abgeschlossen wird die Arbeit in Abschnitt 18 mit einer Zusammenfassung der
Arbeit und einem Ausblick. In Kapitel 19 werden die verwendeten Abkürzungen und
Parameter angegeben.
Im Anhang befinden sich zusätzliche Ergebnisse der Versuche und der
numerischen Simulation.
1.3 Schüttgutsilos unter seismischer Belastung: Stand der
Forschung
Erste Modelle zur Simulation von Schüttgutsilos unter dynamischer Belastung
führten das Problem auf Untersuchungen der Silos unter quasi-statischen
Ersatzlasten zurück [57,58]. Die ersten Modellierungen seismisch angeregter
Schüttgutsilos waren Mehrmassenschwinger mit konstanten Punktmassen [35] oder
Mehrmassenschwinger mit Punktmassen, die der tatsächlichen Massenverteilung
entsprechen [28,2,61] (Bild 1.3-1).
4 Einleitung
Bild 1.3-1: Mehrmassenschwinger mit konstanten und variierten Massen
LI und GENG [42] simulierten aufgeständerte Schüttgutsilos durch einen Ein- bzw.
Zwei-Massenschwinger. Das mit Schüttgut gefüllte Silo wurde hierbei nicht durch
eine Punktmasse sondern durch eine Masse mit geometrisch endlichen
Ausdehnungen abgebildet. Sie untersuchten dabei vor allem den Einfluß von
zusätzlichen Aussteifungen der Aufständerung des Schüttgutsilos. Die dynamisch
wirksame Masse dieser Aussteifungen wurde durch eine zusätzliche Punktmasse
berücksichtigt (Bild 1.3-2).
Bild 1.3-2: Schüttgutsilo ohne und mit Aussteifung sowie das zugehörige
dynamische Modell
SUZUKI, HANGAI und OHMORI [69] entwickelten ein räumliches Modell unter
Berücksichtigung von exzentrischen Massen, indem ein Mehrmassenschwinger mit
zusätzlichen kreisförmig angeordneten Kragarmen mit Punktmassen gekoppelt
wurde. So sollte die räumliche Verteilung der Massen simuliert werden. Mit dem
„Beam with rigid bar“-Modell wurde das Tragverhalten von Silogruppen untersucht
(Bild 1.3-3).
m1
m2
m3
m4
m5
m1
m1
m1
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Bild 1.3-3: „Beam with rigid bar“-Modell
SAKAI u.a. [60] waren die ersten, die neben der Durchführung einer Versuchsreihe
ihre Versuche auch mit einem Finite-Elemente-Modell simulierten. Mit den
Versuchen sollten die Einflüsse verschiedener Siloparameter auf das
Bauwerksverhalten untersucht werden. Das von ihnen verwendete Modell
beschreibt das Verhalten des Schüttguts mit einem Masse-Feder-System
entsprechend Bild 1.3-4.
Bild 1.3-4: Masse-Feder-System
Es folgten die ersten zweidimensionalen FE-Berechnungen mit 8-Knoten-
Scheibenelementen [70]. NAITO [47,48] rechnete von ihm durchgeführte Versuche
an einem Probesilo mit der Methode der Finiten-Elemente nach. Die
Steifigkeitsformulierung der verwendeten Elemente war dabei von den
Schubspannungen abhängig. NAITO verglich dabei lediglich die Resonanzkurven der
Beschleunigung des Inhalts. Die Ergebnisse aus den Versuchen und der
numerischen Simulation erlauben jedoch weder eine Aussage bezüglich der
Druckverteilung auf die Silowand über die Zeit und über die Höhe, noch über
Verschiebungen bzw. Spannungen in der Silowand.
Die Wandreibung wurde bei diesen Untersuchungen durch lineare Federn simuliert.
Berechnungen, bei denen die Schüttgutelemente und die Silowand direkt gekoppelt
wurden, ergaben Schnittgrößen, die um den Faktor drei verfälscht waren [9]. Diese
Beobachtung unterstreicht die Notwendigkeit, geeignete Kontaktelemente zu
verwenden.
BRAUN [20,10] berücksichtigte bei seiner FE-Modellierung ein hypoplastisches
Materialverhalten, um das inkrementell nichtlineare Materialverhalten des
Schüttguts zu simulieren. Für das Schüttgut verwendete er 8-Knoten-
Volumenelemente mit linearen Ansatzfunktionen. Außerdem benutzte er ein „Thin-
6 Einleitung
layer“-Kontaktelement. Er berechnete mit diesem Modell Silos unter seismischer
Belastung und führte erste Parameterstudien durch.
Partikelmodelle, die teilweise zur numerischen Simulation von
Entleerungsprozessen von Schüttgutsilos verwendet werden [23], sind für die
numerische Simulation von seismisch erregten Schüttgutsilos noch zu Aufwendig.
Bisher wurden Probesilos aus verschiedenen Materialien, wie z.B. Plexiglas [13],
Stahl [13], Beton [62,63] und Acrylkunststoffen [75], verwendet, die mit
unterschiedlichen Schüttgütern gefüllt waren, wie z.B. Kohle [47,48,51], Weizen [29]
und Zement [13]. Die verwendeten Beben waren sowohl gemessene Echtbeben als
auch künstlich erzeugte Beben. Die Untersuchungen bezogen sich in der Regel auf
Anfragen aus der Industrie, einen bestimmten Silotyp mit speziellen
Randbedingungen auf seine Erdbebensicherheit zu überprüfen. Sie ließen keine
allgemein verbindlichen Aussagen über das Siloverhalten bei seismischer Belastung
zu.
Diese Untersuchungen basieren auf einigen, das wirkliche Tragverhalten stark
vereinfacht wiedergebenden Annahmen:
• Bei den vereinfachten Modellen wird die gesamte Schüttgutmasse als
dynamisch wirksam angesetzt. Die Richtigkeit dieser Annahme wurde nicht
überprüft.
• Die meisten numerische Modelle sind zweidimensional und vernachlässigen
räumliche Einflüsse.
• Die verwendeten Materialgesetze geben das zyklische Materialverhalten des
Schüttguts nur beschränkt oder gar nicht wieder.
• Die verwendeten Kontaktelemente zwischen Silowand und Schüttgut können ein
lokales Ablösen nicht wiedergeben, sondern verschmieren die lokalen
Ablöseeffekte über die gesamte Kontaktfläche.
• Die bisherigen Versuche dienen lediglich der Evaluierung der Standsicherheit
eines speziellen Schüttgutsilos und erlauben keine allgemein gültigen Aussagen
über das Tragverhalten von Schüttgutsilos.
Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die bisher in der Literatur veröffentlichten Modelle
in den folgenden Punkten zu verbessern:
• Das Schüttgut wird durch räumliche 8- bzw. 27-Knoten-Volumenelemente mit
linearen bzw. quadratischen Ansatzfunktionen simuliert.
• In einer Studie werden verschiedene Ansätze der Hypoplastizität auf ihre
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Anwendbarkeit zur Simulation seismisch angeregter Schüttgutsilos untersucht
und beurteilt. Die anschließend verwendete Materialbeschreibung ist in der
Lage, das dynamische Verhalten des Schüttguts realistisch wiederzugeben.
• Für den Kontaktbereich Schüttgut/Silowand wird ein Kontaktelement entwickelt,
das ein lokales Ablösen des Schüttguts von der Silowand simulieren kann und
so das tatsächliche Bauwerksverhalten im Vergleich zu den bisher verwendeten
Modellen realistischer abbildet.
• Das numerische Modell wird anhand der durchgeführten Experimente verifiziert.
8 Lastannahmen
2 Lastannahmen
2.1 Füllasten
In den meisten Normen basiert die Ermittlung der Lasten für den Lastfall Füllen auf
dem Ansatz von JANSSEN [34]. Die anzusetzenden Lasten ergeben sich aus dem
vertikalen Kräftegleichgewicht am horizontalen „Scheibenelement“ entsprechend
Bild 2.1-1.
eingeebnete
Schüttgutoberfläche
pvf + ∆pvf
d
dz
z
pvf
phfphf
pwf pwf 
h
Schüttgutoberfläche
Bild 2.1-1: Füllasten nach JANSSEN
Die vertikalen Flächenlasten infolge Eigengewicht pvf und ∆pvf sowie die
Wandreibungslast pwf stehen im Gleichgewicht.
( ) 0dzpudppAdzApA wfvfvfvf =⋅⋅−+⋅−⋅⋅+⋅ γ (2.1-1)
( ) vfwf dpAdzpuA ⋅=⋅⋅−⋅γ (2.1-2)
mit: A innere Querschnittsfläche
u innerer Umfang
γ Wichte des Füllguts
µ Wandreibungsbeiwert
λ Verhältnis zwischen Horizontal- und Vertikallast
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Mit den Annahmen
vfhf pp ⋅λ= (2.1-3)
hfwf pp ⋅µ= (2.1-4)
ergibt sich die Differentialgleichung
( ) vfvf dpAdzpλuA ⋅=⋅⋅⋅µ⋅−⋅γ (2.1-5)
Die Lösung der Differentialgleichung ergibt die Vertikallast pvf infolge des
Eigengewichts des Schüttguts.



 −⋅⋅µ⋅λ
⋅γ=
⋅µ⋅λ⋅−
A
uz
vf e1u
Ap (2.1-6)
Aus Gleichung (2.1-3) und (2.1-4) ergeben sich die Horizontallast phf



 −⋅⋅µ
⋅γ=
⋅µ⋅λ⋅−
A
uz
hf e1u
Ap (2.1-7)
und die Wandreibungslast pwf



 −⋅⋅γ=
⋅µ⋅λ⋅−
A
uz
wf e1u
Ap . (2.1-8)
2.2 Entleerungslasten
Die Unregelmäßigkeiten des Fließvorgangs des Schüttguts beim Entleeren von
Schüttgutsilos führen zu Lastspitzen, die örtlich und zeitlich erheblich schwanken
können. Dies trifft vor allem für die Horizontallasten zu, die in der Silowand
zusätzliche Biegemomente in vertikaler Richtung und in Umfangsrichtung erzeugen.
Man unterscheidet dabei zwischen gleichförmigen und ungleichförmigen Lasten.
Die gleichförmigen Lasten berücksichtigen eine Erhöhung der Horizontal- und der
Wandreibungslasten infolge des Entleerungsprozesses und gehen durch ein
Erhöhen dieser Lasten in die Berechnung ein.
Die ungleichförmigen Lasten dienen zur Berücksichtigung und Abdeckung der
lokalen Lastspitzen. Da diese Spitzen örtlich und zeitlich nicht wirklichkeitsgetreu
angegeben werden können, wird ihr Einfluß durch einen Ungleichförmigkeitsfaktor
berücksichtigt. Dieser Faktor hängt von der Schlankheit der Silozelle, der Ausmitte
des Auslaufs, der Steifigkeit der Silowand und dem Verhalten des Schüttguts ab.
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Die Berücksichtigung der ungleichförmigen Lasten kann ersatzweise durch eine
gleichförmige Erhöhung der Horizontallasten erfolgen.
2.3 Bemessungsverfahren für den Lastfall Erdbeben
Die Bemessung von seismsich belasteten Silos erfolgt gemäß den bisherigen
normativen Regelungen durch eine quasi-statische Schnittgrößenermittlung. Dabei
wird das Erdbeben durch eine horizontale Ersatzkraft simuliert, die sich durch
diverse Umgebungsfaktoren, die Masse des Bauwerks und die zu erwartende
Erdbebenbeschleunigung ergibt und beispielhaft die folgende Form [52] haben
kann:
MaF 07654321tot ⋅⋅α⋅α⋅α⋅α⋅α⋅α⋅α= (2.3-1)
Dabei bedeuten die einzelnen Faktoren:
α1 Seismischer Faktor oder Zonenfaktor
Entsprechend ihrer Gefährdung werden Länder und Regionen in
unterschiedliche geographische Erdbebenzonen unterteilt. Der seismische
Faktor α1, multipliziert mit der maximalen Bodenbeschleunigung a0, ergibt die
anzusetzende maximale Bodenbeschleunigung.
α2 Dynamischer Faktor
Der dynamische Faktor berücksichtigt, daß die Antwortschwingung des
Bauwerks im allgemeinen wesentlich stärker ist als die Erregerfunktion am
Fußpunkt (Amplifikation). Er ist frequenzabhängig und beinhaltet den Verlauf
des Bemessungsspektrums.
α3 Baugrundfaktor
Den Einfluß des Bodens bei der dynamischen Belastung beschreibt der
Baugrundfaktor. Der Baugrund kann durch ein Erdbeben zu Eigenschwing-
ungen angeregt werden, die zu einer veränderten Bodenbeschleunigung
führen, die nicht der ursprünglichen Erdbebenanregung entspricht.
α4 Dämpfungsfaktor
Mit diesem Faktor wird die Änderung der Dämpfung bei dynamischer
Belastung berücksichtigt.
α5 Konstruktionsfaktor
Ein duktiles Verhalten von Tragwerken führt zu einer Abminderung der
Ersatzkräfte; dies wird mit dem Konstruktionsfaktor entsprechend den im
Tragwerk möglichen Verschiebeduktilitätsfaktoren beschrieben.
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α6 Risikofaktor
Der Risikofaktor berücksichtigt die Wahrscheinlichkeit eines auftretenden
Schadens und den damit verbundenen Aufwand, ihn zu beseitigen. Der
Risikofaktor steigt mit der statistischen Wiederkehrhäufigkeit.
α7 Wichtigkeitsfaktor
Der Wichtigkeitsfaktor bezieht sich auf die Bedeutung des Gebäudes. Mit ihm
kann berücksichtigt werden, ob im Falle eines Erdbebens die volle
Funktionalität des Gebäudes gewährleistet werden soll, oder ob in dieser
Hinsicht nach einem Erdbeben gewisse Abstriche vertretbar sind.
a0 Bodenbeschleunigung
Grundwert der maximalen Bodenbeschleunigungen.
M Bauwerksmasse
Die Bauwerksmasse ist die Masse, die in der Berechnung als mitschwing-
ende berücksichtigt werden muß.
Gerade bei Schüttgutsilos ist die zu berücksichtigende Masse infolge Eigengewicht
des Tragwerks und des Füllguts besonders groß.
2.3.1 DIN 4149
In Deutschland werden Silos nach DIN 1055, Teil 6 [18] bemessen. Die Bemessung
für den Lastfall Erdbeben erfolgt mit der DIN 4149, Teil 1 [19]. Der DIN 4149, Teil 1
liegt das Prinzip der Ersatzkräfte zugrunde, ebenso wie dem Eurocode 1, Teil 4 [21].
Bei beiden Normen ist es erforderlich, die gesamte Masse des Silos und des
Schüttguts anzusetzen.
Die DIN ermittelt die statischen Ersatzlasten an einem Kragarm mit mehreren, über
die Höhe verteilten Massen. Die Verteilung der Lasten ist abhängig von den
Eigenformen des Mehrmassenschwingers.
Ψ
E,i,1
E,i,2
E,i,3
Bild 2.3-1: Ersatzlasten und Eigenformen nach DIN 4149
i=1 i=2
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Die statischen Ersatzlasten haben die Form:
α⋅κ⋅⋅
ψ⋅
ψ⋅
⋅ψ⋅β⋅+=
∑
∑
=
=
0n
1i
2
ij,j
n
1i
ij,j
ij,i
jj
ji,E, a
m
m
)(T
g
PG
H (2.3-2)
mit: i Ordnungszahl der betrachteten Eigenschwingungsform des Bauwerks
j Nummer des Massepunktes
Gj+Pj Summe der ständigen Lasten und der anzusetzenden Verkehrslasten
g Erdbeschleunigung
β(Ti) Beiwert des normierten Antwortspektrums in Abhängigkeit von der 
Eigenschwingungsdauer Ti bei einer Dämpfung D = 0.05 (bei
geringerer Dämpfung sind die Werte um 30 % zu erhöhen)
a0 Horizontalbeschleunigung in Abhängigkeit von der Erdbebenzone
ψj,i Auslenkung des Massepunktes j in der i-ten Eigenform (vgl. Bild 2.3-1)
κ Faktor zur Berücksichtigung des Baugrundes
α Abminderungsfaktor in Abhängigkeit von der Bauwerksklasse und der
Erdbebenzone
2.3.2 Eurocode 1
Nach Eurocode 1 können das Silo und das Schüttgut als eine starre Masse
angesetzt werden. Der horizontale Druck verteilt sich über den Querschnitt
entsprechend Bild 2.3-2 und ist über die Höhe konstant.
l
w
ph,s
θ
ph,sd
c
Bild 2.3-2: Horizontaler Druck aus dem Lastfall Erdbeben in Abhängigkeit von der
Siloform nach Eurocode 1
Für runde Silos ergibt sich der horizontale Druck ph,s zu:
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cosθ
g
a
2
dp csh, ⋅⋅γ⋅= (2.3-3)
mit: dc Durchmesser des Silos
γ Wichte des Schüttgutes
a horizontale Erdbebenbeschleunigung
g Erdbeschleunigung
θ Winkel bezogen auf die Hauptrichtung des Erdbebens
Für rechteckige Querschnitte ergibt sich der horizontale Druck ph,s zu:
g
aw
2
1p sh, ⋅γ⋅⋅= (2.3-4)
2.3.3 Beurteilung der Normen
Die unterschiedlichen Ansätze der beiden Normen haben großen Einfluß auf die
daraus resultierende Bemessung. Die rotationssymmetrischen Schüttgutlasten
werden über Ringkräfte abgetragen und verursachen daher keine Biegungen in der
Querschnittsebene.
Der Ansatz der horizontalen Ersatzlasten nach DIN 4149 verursacht lediglich
zusätzliche Biegemomente über die Höhe und hat keinen Einfluß auf den
Querschnitt. Der Eurocode 1 verursacht zusätzlich zu den Biegemomenten über die
Höhe auch Biegemomente im Querschnitt. Diese Biegemomente treten infolge der
unsymmetrischen Ersatzlasten über den Querschnitt auf und müssen bei der
Bemessung berücksichtigt werden.
Beiden Normen liegt der Ansatz zugrunde, die gesamte Masse des Schüttguts zu
berücksichtigen. Eine Ausnahmestellung bei der Bemessung für Erdbeben nimmt in
diesem Bereich die amerikanische Norm ACI 313-77 [1] ein. In der amerikanischen
Norm wird davon ausgegangen, daß mindestens 80% der Masse mitschwingt und
berücksichtigt werden muß.
Die Normen berücksichtigen bei der Ermittlung der Masse nicht den Einfluß des
Verhältnisses Durchmesser d zu Höhe h. Zu begründen ist dies mit dem stark
vereinfachtem Ansatz von statischen Ersatzlasten, der sehr ungenau ist, da
• der Einfluß der Silogeometrie ignoriert wird,
• das nichtlineare Materialverhalten des Schüttguts nicht berücksichtigt wird,
• das Ablöseverhalten des Schüttguts von der Silowand vernachlässigt wird und
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• keine Zeitverlaufsberechnungen durchgeführt werden.
Bei gedrungenen Silos (h/d klein) wird aber ein Teil der Lasten aus seismischer
Anregung direkt über das Schüttgut in das Fundament abgeleitet. Dies müßte bei
der Ermittlung der Ersatzlasten zu einer Berücksichtigung des Verhältnisses
zwischen der Grundfläche und der Höhe führen und dadurch zu einer Abminderung
der anzusetzenden Massen bei kleinen h/d-Verhältnissen.
Ziel der vorgelegten Arbeit ist die Entwicklung eines numerischen Modells, das das
Systemverhalten von unterschiedlichen Schüttgutsilogeometrien simulieren kann.
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3 Stoffgesetze für das Schüttgut
3.1 Mechanische Eigenschaften des Schüttguts
Die mechanischen Eigenschaften von granularem Schüttgut können auf der
mikroskopischen oder der makroskopischen Betrachtungsebene beschrieben
werden.
Auf der mikroskopischen Betrachtungsebene werden die einzelnen Partikel des
Schüttguts betrachtet und das sich daraus bildende Korngerüst untersucht.
Strukturparameter des mechanischen Verhaltens granularer, nichtbindiger Stoffe
sind die geometrischen und physikalischen Korneigenschaften, sowie die
Orientierung und Verteilung der Körner im Raum. Für das Einzelkorn werden die
Gleichgewichtsbedingungen für die Druck- und Schubkräfte in den Kontaktflächen
aufgestellt. Die mechanischen Eigenschaften einfacher Korngerüste zeichnen sich
dadurch aus, daß die Deformation allein auf Kornumlagerungen beruht, was dazu
führt, daß zusätzlich zu den Kornverschiebungen und –rotationen, Kontaktflächen
zwischen den Körnern entstehen oder aufgelöst werden. Die Porenzahl ist abhängig
vom mittleren Druck. Bei proportionalen Deformationspfaden bleiben die
Spannungspfade, unabhängig vom Anfangszustand, ebenfalls proportional [31].
Mikroskopische Untersuchungen finden hauptsächlich im Bereich der
Bodenmechanik Anwendung [3,4,12] und werden aufgrund des hohen
Rechenaufwandes, bis auf wenige Ausnahmen [23], im Bereich des Silobaus nicht
verwendet.
Für die Beschreibung des Materialverhaltens in Schüttgutsilos eignet sich die
makroskopische Betrachtungsweise, da dabei das Material als Kontinuum
betrachtet wird. Die Struktur des Schüttguts wird „verschmiert“ berücksichtigt. Die
pfadabhängige Spannungs-Dehnungsbeziehung ist nichtlinear mit plastischen,
irreversiblen Verformungen. Bei zyklischer Belastung treten unterschiedliche
Steifigkeiten für die Be- und Entlastung auf, und das Material zeigt asymptotisches
Verhalten, das heißt, das Gedächtnis bezüglich des Ausgangszustandes wird mit
zunehmender Deformation ausgelöscht. Barotropie und Pyknotropie, die
Abhängigkeit der Steifigkeit und der Festigkeit vom mittleren Druck
beziehungsweise der Porenzahl, sind zusätzliche charakteristische Eigenschaften
der Granulate und Sande, die bei der makroskopischen Betrachtung berücksichtigt
werden müssen. Im Grenzzustand unter deviatorischer Beanspruchung verhält sich
das Schüttgut dilatant (Volumenzunahme) oder kontraktant (Volumenabnahme). Bei
weiterer Deformation mit unveränderlichem mittleren Druck kommt es zum
stationären Fließen des Bodens [33].
16 Stoffgesetze für das Schüttgut
3.2 Stoffgesetze für granulare Schüttgüter unter seismischer
Belastung
Stoffgesetze sind der Versuch, das beobachtete Materialverhalten mechanisch-
mathematisch zu beschreiben, und stellen dabei eine Abstraktion der Wirklichkeit
dar [26]. Es gibt diverse Beschreibungen des mechanischen Materialverhaltens von
Böden und Schüttgütern. Einen Überblick über mögliche Stoffgesetze geben [27]
und [14].
Das Aufstellen von Stoffgesetzen kann durch Zusammenfügen verschiedener
Anteile, die je nach Anforderung linear und/oder nichtlinear sind, oder durch
Anpassung von Formulierungen an Versuche erfolgen. Ein wesentlicher
Gesichtspunkt für die Anwendbarkeit von Materialgesetzen ist die Kalibrierung der
Stoffkennwerte. Neben der Forderung, daß die Zahl der Stoffparameter bei
hinreichend genauer Beschreibung des mechanischen Verhaltens minimal sein soll,
ist die Beschreibung und Durchführbarkeit der Kalibrierung von entscheidender
Bedeutung für den Einsatz von Materialmodellen [33].
Aufgrund des komplexen Verhaltens vieler Materialien ist es bisher nicht möglich,
ein Materialgesetz zu definieren, das alle Eigenschaften vollständig erfaßt. Dies gilt
vor allem auch für die im folgenden untersuchten granularen Schüttgüter. Bild 3.2-1
zeigt die Spannungs-Dehnungs-Linie eines dynamischen Ödometerversuchs. Das
Materialverhalten granularer Schüttgüter ist durch eine Verfestigung des Schüttguts
infolge einer Belastung gekennzeichnet. Während einer Belastung entstehen bei
Böden neben elastischen Verformungen auch irreversible, plastische
Verformungen. Dieses plastische Verhalten zeichnet sich dadurch aus, daß eine
explizite Spannungs-Verzerrungs-Beziehung in eindeutiger Form nicht vorliegt. Die
Spannungs-Dehnungs-Linie beschreibt bei Be- und Entlastungszyklen ein
hysteretisches Materialverhalten. Die einer Spannung zugehörige Verzerrung ist
nicht nur von der aktuellen Spannung, sondern auch von der Belastungsgeschichte
abhängig. Die Belastungsgeschichte ist durch den Grundspannungszustand, den
höchsten Spannungszustand und die Belastungsänderung, die durch die
Belastungs- und Entlastungszyklen beschrieben wird, gekennzeichnet.
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Bild 3.2-1: Spannungs-Dehnungs-Linie eines dynamischen Ödometerversuchs
Weit verbreitete Stoffgesetze zur Beschreibung von Schüttgütern unter statischen
Belastungen sind die Elasto-Plastizität und die Hypoplastizität. Aus diesen beiden
Formulierungen soll ein geeignetes Stoffgesetz für die Simulation seismisch
belasteter Silos gewählt werden.
3.2.1 Elasto-Plastizität
In der Elasto-Plastizität setzt sich die Gesamtdeformationsrate D aus einem
elastischen, reversiblen Anteil De und einem plastischen, irreversiblen Anteilen Dpl
zusammen:
ple DDD += (3.2-1)
Der Anteil Dpl kann aus mehreren, unabhängigen Termen bestehen.
Die Fließbedingung, die den Übergang der Spannungen vom elastischen in den
plastischen Bereich definiert, bestimmt die plastische Deformationsrate Dpl.
Plastische Formänderungen treten auf, wenn die Fließbedingung erfüllt ist, d.h.:
( ) 0h,,F pplP =DT (3.2-2)
mit T aktueller Spannungszustand,
hp Verfestigungsfunktion.
Im mehrdimensionalen Spannungsraum ist die Fließbedingung Fp eine Fläche: die
Fließfläche. Die Grundlage der Fließbedingung Fp bildet eine Potentialfunktion der
Spannungen, die Fließfunktion fp. Liegt der aktuelle Spannungszustand innerhalb
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der durch Gleichung (3.2-2) gegebenen Fließfläche, liegt elastisches
Materialverhalten vor. Für den Fall, daß ein definiertes Grenzpotential erreicht wird,
wird die Fläche als Fließgrenzfläche bezeichnet.
Verfestigung bedeutet, daß bei zusätzlich zu den elastischen Deformationen
auftretenden plastischen Deformationen eine weitere Spannungszunahme möglich
ist. Je nach Verfestigungsmodell setzt die Verfestigung schon zu Beginn der
Belastung oder erst bei Erreichen einer Anfangsfließfläche ein. Mit fortschreitender
Belastung führt dann der Vektor der aktuellen Spannungen stets auf eine
modifizierte Fließfläche. Mit Erreichen der maximalen Beanspruchung geht die
Fließfläche in die Versagensfläche über. Die Änderung der Fließfläche hängt von
den Annahmen zur Verfestigung ab.
Es wird zwischen verschiedenen Verfestigungsmodellen unterschieden:
• Isotrope Verfestigung: die Fließfläche ändert ihre Größe proportional (s. Bild
3.2-2).
• Kinematische Verfestigung: die Fließfläche ändert ihre Lage (s. Bild 3.2-2).
• Anisotrope Verfestigung: die Fließfläche ändert ihre Gestalt.
• Volumetrische Verfestigung: der Spannungsraum wird in der Raumdiagonalen
durch Kappenmodelle abgeschlossen.
Bild 3.2-2: Isotrope und kinematische Verfestigung im Hauptspannungsraum
Die Beschreibung der plastischen Deformationsrate Dpl erfolgt durch eine Fließregel.
Die Richtung wird durch den Gradienten einer Potentialfunktion gp und die Größe
durch einen Proportionalitätsfaktor pλ&  bestimmt:
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T
D ∂
∂ p
ppl
gλ= & (3.2-3)
Der Proportionalitätsfaktor ergibt sich aus der Forderung:
0Fp =& , (3.2-4)
der sogenannten Konsistenzbedingung, die fordert, daß die Fließbedingung (Gl.
(3.2-2)) identisch während beliebiger Belastungszunahme erfüllt sein muß.
Sind Fließ- und Potentialfunktion gleich, liegt eine assoziierte Fließregel vor. Im
anderen Fall liegt eine nicht-assoziierte Fließregel vor.
Im Fall der assoziierten Fließregel ergibt sich für die Deformationsrate die folgende
abschnittsweise definierte Funktion:
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(3.2-5)
mit
o
T Spannungsrate
Fall (a) und (b) beschreiben eine Wiederbelastung oder Entlastung innerhalb der
aktuellen Fließfläche. Fall (c) entspricht einem neutralen Zustand; der
Spannungspfad läuft auf der Fließfläche. Ein Spannungsinkrement, ausgehend von
einem Spannungszustand auf der aktuellen Fließfläche, kann zu einem
Spannungszustand außerhalb dieser Fläche führen [72]. Dies entspricht dem Fall
(d).
3.2.2 Hypoplastizität
Die Theorie der Hypoplastizität wurde seit den siebziger Jahren von KOLYMBAS
[36,38] entwickelt und modifiziert [39,37]. WU [74] und BAUER [8] erweiterten die
Theorie durch zusätzliche Strukturterme, die die Beschreibung der Barotropie und
der Pyknotropie beinhalten. Ferner erläutern WU u.a. in [73] verschiedene Konzepte
zur Beschreibung der Viskosität mit hypoplastischen Stoffgleichungen. Eine weitere
Zustandsvariable, die als Strukturtensor bezeichnet wird, wurde von KOLYMBAS u.a.
in [40] vorgestellt.
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Speziell zur Beschreibung von viskosen, bindigen Böden hat NIEMUNIS [49] eine
viskohypoplastische Formulierung entwickelt, die auch von der Elasto–Plastizität
Gebrauch macht. Mit dieser Formulierung können Kriech- und Relaxationsvorgänge
beschrieben werden.
Eine vollständig neue Version des hypoplastischen Stoffgesetzes wurde von
GUDEHUS [25], BAUER [7] und VON WOLFFERSDORFF [71] entwickelt und von
HERLE [31] analysiert. Diese Stoffgleichung deckt einen weiten Bereich von
Drücken, Porenzahlen und Verformungsrichtungen ab. Bei den bisherigen
Versionen wurden die Parameter durch Kalibrierung angepaßt. Eine physikalische
Interpretation dieser Konstanten war nicht möglich. HERLE stellt eine Verknüpfung
zwischen den Stoffkonstanten des hypoplastischen Stoffgesetzes und
granulometrischen Eigenschaften einfacher Korngerüste anhand von
Elementarversuchen her. Die Stoffparameter können somit teilweise physikalisch
erklärt und aus der Granulometrie bestimmt werden.
Die Hypoplastizität unterscheidet im Gegensatz zu den elasto-plastischen Ansätzen
nicht zwischen Bereichen, in denen sich der Boden elastisch oder plastisch verhält.
Die Kornspannungsänderung durch Umlagerung des Korngerüsts wird mittels einer
tensoriellen Gleichung beschrieben. Es sind keine unterschiedlichen
Stoffgleichungen für die Be- oder Entlastung erforderlich. Das hypoplastische
Stoffgesetz beschreibt plastische Verformungen, ohne Potential- und
Schaltfunktionen zu verwenden. Deshalb ist die numerische Anwendung dieser
Stoffansätze leichter als die numerische Umsetzung elasto–plastischer
Stoffgesetze.
Hypoplastische Stoffgesetze sind vom Ratentyp, d.h. es gilt eine Beziehung
zwischen den Raten der Spannungen und den Raten der Deformationen. Da sie
pfadabhängig sind, wird die Spannungs-Dehnungs–Beziehung nicht finit
angegeben.
Allgemein läßt sich die Spannungsrate
o
T  als eine Funktion der Spannung T, der
Deformationsrate D und der Porenzahl e formulieren:
( )e,,  D ThTo = (3.2-6)
Da die CAUCHYsche Spannungsrate T&
dt
dTT =& (3.2-7)
nicht objektiv ist, eignet sie sich nicht zur objektiven Formulierung von
Stoffgesetzen, weil infolge reiner Starrkörperdrehungen physikalisch unzulässige
Spannungsänderungen auftreten können [45]. Deshalb wird als objektive Größe die
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JAUMANNsche Spannungsrate 
o
T  verwendet:
TW WTTT
o −+= & (3.2-8)
Dabei steht W für den Spintensor oder Drehgeschwindigkeitstensor, der von der
Geschwindigkeit v abhängig ist.
( )( )Tvv
2
1= ∇−∇W (3.2-9)
Die JAUMANNsche Spannungsrate zeichnet sich dadurch aus, daß sich ihre
Invarianten bei einer reinen Rotation des Körpers (d.h. die Deformationsrate D ist
gleich Null) nicht ändern.
Da die Formulierung von Gleichung (3.2-6) sehr universell ist, wird sie durch
folgende Forderungen, die teils auf der Kontinuumsmechanik, teils auf
experimentellen Untersuchungen basieren, eingegrenzt:
• Positive Homogenität erster Ordnung in D:
( ) ( )DThDTh ,, λ=λ (3.2-10)
Mit dieser Forderung wird das ratenunabhängige Verhalten beschrieben. So
führt eine Erhöhung der Deformationsrate zu einer dazu proportionalen
Erhöhung der Spannungsrate.
• Nichtlinearität in D:
( ) ( )DT,hDT,h −≠− (3.2-11)
Mit dieser Forderung wird die Nichtlinearität bei Be- und Entlastung
ausgedrückt.
• Homogenität erster Ordnung in T:
( ) ( )DT,hDT,h  nλλ = (3.2-12)
Ein, die Dichte erhöhender, proportionaler Deformationspfad führt mit dieser
Bedingung zu einem asymptotisch proportionalen Spannungspfad.
• Existenz von Grenzzuständen:
( ) 0DT,hTo == (3.2-13)
Alle Spannungszustände T, die diese Bedingung erfüllen, bilden eine Fläche im
Spannungsraum, die als Grenzfläche bezeichnet wird.
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3.2.3 Vergleich Elasto-Plastizität und Hypoplastizität
Untersuchungen von WEIDNER [72] und ROMBACH [55] zeigen, daß es bei der
Simulation von dynamischen Prozessen in Silos mit der Hypoplastizität bzw. der
Elasto-Plastizität nach LADE keine gravierenden Unterschiede gibt. Trotzdem hat
das hypoplastische Gesetz Vorteile gegenüber den elasto-plastischen
Stoffgesetzen. Bei der Hypoplastizität ist wegen der geringeren Anzahl der
Stoffparameter die Kalibrierung einfacher. Vorteilhaft ist die numerische Umsetzung
des hypoplastischen Stoffgesetzes gegenüber den elasto-plastischen
Formulierungen, da weder Schalt- noch Potentialfunktionen definiert werden
müssen. Gleiches gilt für die Definition von Fließflächen. Diese Vorteile bei der
numerischen Umsetzung der Hypoplastizität führten dazu, daß in vielen
Forschungsvorhaben bei der Untersuchung von Schüttgutsilos hypoplastische
Materialgesetze verwendet wurden [44,59].
Für die Simulation von Schüttgutsilos unter seismischer Belastung ist es
erforderlich, das Materialverhalten unter zyklischer Belastung realitätsnah
wiederzugeben. Die Hypoplastizität wurde um Geschichtsfunktionen erweitert, die
das mechanische Verhalten bei zyklischer Belastung wiedergeben. Darüber hinaus
bietet die intergranulare Dehnung, eine neue Entwicklungsstufe der Hypoplastizität,
die Möglichkeit, das zyklische Verhalten des Schüttguts wiederzugeben.
Als Grundlage für die im Rahmen dieser Arbeit eingesetzten Materialformulierungen
dienen die hypoplastischen Formulierungen von GUDEHUS [25], BAUER [7] und VON
WOLFFERSDORFF [71]. Die Zusammenhänge dieser Formulierung werden im
folgenden Kapitel aufgezeigt.
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4 Hypoplastizität
4.1 Das hypoplastische Stoffgesetz
Das hypoplastische Stoffgesetz entstand durch Angleichen der numerischen
Ergebnisse an experimentelle Ergebnisse. Im folgenden werden die wesentlichen
Beziehungen des hypoplastischen Stoffgesetz nach GUDEHUS [25], BAUER [7] und
VON WOLFFERSDORFF [71] dargelegt.
Ohne Berücksichtigung der Abhängigkeit der Spannungsrate von der Porenzahl
lautet es:
D)TN(D:)T(T
o ˆˆ += L (4.1-1)
mit T
TT
tr
=ˆ (4.1-2)
2trDD = (4.1-3)
Diese ratenunabhängige Gleichung besteht aus einem in D linear-elastischen Term
L( Tˆ ):D und einem zweiten nichtlinearen Term D)TN( ˆ . Dabei steht L für einen
Tensor vierter Ordnung. Die Terme L und N legen den Bereich erlaubter
Spannungszustände fest und beschreiben im Hauptspannungsraum die kritische
Grenzfläche [71].
[ ]TT1
TT
ˆˆaFˆ:ˆ
1ff 22eb +=L (4.1-4)
( )*edb
:
aFfff TT
TT
N ˆˆˆˆ += (4.1-5)
1TT* 3
1−= ˆˆ (4.1-6)
Der Faktor fb berücksichtigt den Einfluß der Barotropie, die Faktoren fe und fd den
Einfluß der Pyknotropie. Die Parameter a und F ergeben sich zu:
( )
c
c
sin22
sin33a ϕ
ϕ−= (4.1-7)
ψθψ
ψψ tan
22
1
cos3tan22
tan2tan
8
1F
2
2 −+
−+= (4.1-8)
und sind abhängig von dem kritischen Reibungswinkel ϕc und dem LODE-
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Parameter θ
( )( )[ ]3/22*
*3
ˆtr
ˆtr6cos3
T
T−=θ (4.1-9)
und *3tan Tˆ=ψ . (4.1-10)
Eingesetzt ergibt sich Gleichung (4.1-1) zu:
[ ]DTTTDTD
T
T ][Faf)tr(aF
)tr(
1ff *d
22
2eb
o ˆˆˆˆ
ˆ +++= (4.1-11)
Unter Berücksichtigung der Barotropie und der Pyknotropie ergibt sich die
Spannungsrate 
o
T  in allgemeiner Form als Funktion der Spannung T, der
Deformationsrate D und der Porenzahl e zu:
( )e, ,h DTTo = (4.1-12)
Der die Barotropie berücksichtigende Faktor fb ist positiv homogen erster Ordnung
bezüglich der Spur der Spannung trT und wird aus einem Koeffizientenvergleich der
Stoffgleichungen mit dem Kompressionsgesetz für eine isotrope Kompression
bestimmt. Er ergibt sich zu:
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Die Faktoren fe und fd berücksichtigen die Pyknotropie. Sie ergeben sich zu:
β
c
e e
ef 

= (4.1-14)
α
dc
d
d ee
eef 



−
−= (4.1-15)
mit hs Granulathärte
α, β Stoffkonstanten des hypoplastischen Stoffgesetzes
e aktuelle Porenzahl; das Verhältnis des Porenvolumens zum 
Feststoffvolumen      
ei Porenzahl bei isotroper Kompression (ausgehend von einer       
Suspension)      
ed Porenzahl bei maximaler Verdichtung infolge zyklischer Scherung
ec Porenzahl im kritischen Zustand (Porenzahl bei stationärem Fließen)
n Exponent des hypoplastischen Stoffgesetzes
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Die Grenzporenzahlen ei und ed stellen die obere und die untere Grenze der
möglichen Porenzahlen eines einfachen Korngerüstes dar. Ein Verlassen dieses
Bereichs ist nicht möglich [33].
Um realistische Werte der Porenzahlen bei niedrigen und hohen Drücken zu
gewährleisten, hat BAUER [7] folgende Gleichung vorgeschlagen:
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(4.1-16)
mit ps mittlerer Druck (3ps = trT)
ei0 Porenzahl bei idealer isotroper Kompression für ps = 0
ei0 = λ ec0, mit 1,1 < λ < 1,5
ed0 Porenzahl bei maximaler Verdichtung infolge zyklischer Scherung für 
ps = 0 (minimale Porenzahl )   
ec0 Porenzahl bei stationärem Fließen und ps = 0
n Exponent des hypoplastischen Stoffgesetzes
Nach Gleichung (4.1-16) verlaufen ei, ec, und ed zueinander affin und tendieren bei
hohen Drücken asymptotisch gegen einen Grenzwert [31] (Bild 4.1-1). Die weiß
hinterlegte Fläche kennzeichnet den Bereich, in dem das hypoplastische
Stoffgesetz definiert ist.
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Bild 4.1-1: Änderung der Porenzahl e in Abhängigkeit vom mittleren bezogenen
Korndruck ps/hs
Die aktuelle Porenzahl ergibt sich aus:
( ) iipip1ip tr1eee D⋅++=+ (4.1-17)
Die Stoffkonstanten und die Versuche, die zu ihrer Ermittlung erforderlich sind, sind
in der Tabelle 4.1-1 bzw. in der Tabelle 4.1-2 aufgeführt.
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Material ϕc [°] hs[Mpa] n [-] ed0 [-] ec0 [-] ei0 [-] α [-] β [-]
Toyoura-
Sand 30 2600 0,27 0,61 0,98 1,10 0,18 1,00
Hochstetten-
Sand 33 1500 0,28 0,55 0,95 1,05 0,25 1,50
Schlabendorf
Sand 33 1600 0,19 0,44 0,85 1,00 0,25 1,00
Hostun-
Sand 31 1000 0,29 0,61 0,91 1,09 0,13 2,00
Karlsruhe-
Sand 30 5800 0,28 0,53 0,84 1,00 0,13 1,05
Zbraslav-
Sand 31 5700 0,25 0,52 0,82 0,95 0,13 1,00
Ottawa-
Sand 30 4900 0,29 0,49 0,76 0,88 0,10 1,00
Ticino-
Sand 31 5800 0,31 0,60 0,93 1,05 0,20 1,00
SLB-
Sand 30 8900 0,33 0,49 0,79 0,90 0,14 1,00
Hochstetten-
Kies 36 32000 0,18 0,26 0,45 0,50 0,10 1,80
Kunststoff 32 110 0,33 0,53 0,73 0,80 0,08 1,00
Sommer-
weizen 39 20 0,37 0,57 0,84 0,95 0,02 1,00
Tabelle 4.1-1: Stoffkonstanten des hypoplastischen Stoffgesetzes [31]
Stoffkonstante Symbol Versuche zur Bestimmung der Stoffkonstanten
kritischer Reibungswinkel ϕc Schüttkegelversuch
granulare Härte hs Kompressionsversuch
Exponent n n Kompressionsversuch
minimale Porenzahl ed0 Schlaggabelversuch
kritische Porenzahl ec0 Scherversuch
maximale Porenzahl ei0 Einrieselversuch
Exponent α α Ödometerversuch
Exponent β β Ödometerversuch
Tabelle 4.1-2: Ermittlung der Stoffkonstanten [31]
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4.2 Geschichtsfunktionen
Die Hypoplastizität kann das Verhalten bei zyklischer Belastung und die damit
verbundene Energiedissipation nur sehr unzureichend beschreiben (Bild 4.2-1).
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Bild 4.2-1: Spannungs-Dehnungs-Linie eines zyklischen Ödometerversuchs,
Stoffgesetz: Hypoplastizität
In zyklischen Triaxial- und Ödometerversuchen wurde ein Steifigkeitszuwachs im
Fall von Wiederbelastungen beobachtet. Die Steifigkeit ist somit nicht nur von der
aktuellen Spannung, sondern auch von der Belastungsgeschichte abhängig. Um
hysteretisches Materialverhalten beschreiben zu können, wird das Stoffgesetz,
einem Vorschlag von BAUER [8] folgend, um eine Geschichtsfunktion fm erweitert.
Gleichung (4.1-11) ergibt sich damit zu
[ ] [ ] [ ]mt*d222ebo f1f1]ˆˆ[Fafˆ)ˆtr(aF)ˆtr(1ff +++++= DTTTDTDTT (4.2-1)
Die gleichzeitig eingeführte Funktion ft begrenzt die Verdichtbarkeit:
[ ]


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
−
−−=−=
minrc
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10rc10t ee
eerexprIrexprf (4.2-2)
Die Parameter r0 und r1 sind Stoffkonstanten, mit denen das Stoffgesetz kalibriert
wird.
BAUER beschreibt die geschichtsabhängige Funktion fm in Abhängigkeit von der
Verformungsleistung tr(T,D):
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( ) ( )
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TDTD trtr
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Aµf
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+= (4.2-3)
In dieser Funktion ist A der Geschichtsparameter. Er ist pfadabhängig und leitet sich
aus der folgenden Entwicklungsgleichung her:
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] [ ] 1t
max
32 f1trtrA
AµtrtrµA −+⋅+−−= TDTDTDTD& (4.2-4)
0A ≥ (4.2-5)
1Amax = für 0t = (4.2-6)
AAmax = für ( ) 0tr <TD (4.2-7)
0Amax =& für ( ) 0tr ≥TD (4.2-8)
Die Entwicklungsgleichung besteht aus einem aufbauenden und einem abbauenden
Term. Für tr(TD) < 0 wächst der Geschichtsparameter A, andernfalls verkleinert er
sich. Die Stoffkonstante µ1 ist für die Steifigkeitserhöhung bei Wiederbelastung
maßgebend, während die Konstanten µ2 und µ3 den Steifigkeitsabbau beeinflussen.
Der Faktor [1+ft]-1sorgt dafür, daß mit zunehmender Verdichtung die
Steifigkeitsänderung bei Wiederbelastung geringer ausfällt.
Eine andere Möglichkeit zur Darstellung der Geschichtsfunktion ist die Variante, das
zeitabhängige Verhalten an das Energiekriterium von CHEN und MIZUNO [14] zu
koppeln. Diesem Vorgehen folgt BRAUN [10] bei der Formulierung einer Geschichts-
funktion. Dabei wird die Energiedichte Ω
ijij σε dd =Ω (4.2-9)
als Kriterium für Be– oder Entlastung verwendet. Die modifizierte
Geschichtsfunktion fm ergibt sich dann zu:
DT ˆd
dΩdΩ
A
Aµf
max
1m
+= (4.2-10)
mit ( )223213212233222211 dσdσdσ2dσdσdσd +++++=T (4.2-11)
( )223213212233222211 εεε2εεε +++++=Dˆ (4.2-12)
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Die Entwicklungsgleichung für A ergibt sich analog zu:
[ ] [ ]dΩdΩ
A
AµdΩdΩµA
max
32 +−−=& (4.2-13)
0A ≥ (4.2-14)
1Amax = für t = 0 (4.2-15)
AAmax = für 0dΩ < (4.2-16)
0Amax =& für 0dΩ ≥ (4.2-17)
4.3 Intergranulare Dehnung
Hypoplastische Stoffgesetze bilden zwar Verformungen aufgrund der relativen
Verschiebung des Korngerüstes gut ab, haben aber Defizite in der Darstellung
zyklischer Belastungen. Das Problem liegt in der übermäßigen Akkumulation von
Verformungen, dem sogenannten „ratcheting“.
Die von NIEMUNIS und HERLE [50] eingeführte intergranulare Dehnung berücksichtigt
nicht nur die Verschiebung des Korngerüstes, sondern auch die Verformung der
Kontaktbereiche des granularen Schüttguts. Das Problem des „ratcheting“ wird also
dadurch gelöst, daß bei kleinen zyklischen Belastungen nicht unmittelbar eine
Veränderung des Korngerüstes zugelassen wird, sondern zuvor der Bereich der
Verformungen der Kontaktstellen zwischen den Körnern durchschritten werden
muß. Damit wird das Erinnerungsvermögen des zyklisch belasteten Materials
abgebildet.
Das Erinnerungsvermögen des Schüttguts beschränkt sich auf die Größe des
Dehnungspfades, der notwendig ist, um nach einer Dehnungsumkehr diejenige
Steifigkeit wiederzuerlangen, die sich bei einer monotonen Belastung in eine
Richtung einstellt. Es berücksichtigt, daß bei einer Dehnungsumkehr die Steifigkeit
anfangs relativ groß ist und sich dann dem Verhalten eines monoton belasteten
Bodens anpaßt. Dies ist immer dann der Fall, wenn die Dehnung in einen Bereich
kommt, in dem sich das zyklisch vorbelastete Material wieder wie ein monoton
belastetes Material verhält. Das begrenzte Erinnerungsvermögen des Schüttguts
hat dann die Vorbelastungsgeschichte „vergessen“.
Eine anschauliche Darstellung des Prinzips der Hypoplastizität mit intergranularer
Dehnung δ ist die „Stein-Analogie“ nach SIMPSON [65]. Danach stelle man sich eine
Person vor, an deren Bein mit einer Schnur der Länge R ein Stein befestigt ist. Der
Weg, den die Person in beliebige Richtung und mit beliebiger Richtungsänderung
zurücklegt, stellt die Gesamtdehnung des Materials dar. Setzt sich der Stein in
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Bewegung, so stellt diese Translation des Steines die Spannungsraten des
hypoplastischen konstitutiven Modells dar. Bleibt der Stein jedoch liegen, stellt die
relative Bewegung beider Objekte die intergranulare Dehnung dar. Hier wird auch
die Bedeutung der Verformungsgeschichte deutlich: ist der Abstand kleiner als R,
entwickelt sich die intergranulare Dehnung, bis der betragsmäßige Maximalwert R
erreicht ist. Ist der maximale Abstand R erreicht, werden die Spannungsraten nach
dem bekannten hypoplastischen Stoffgesetz induziert.
Die Zusammenhänge und Abhängigkeiten der intergranularen Dehnungen lassen
sich am einfachsten am eindimensionalen Ansatz erläutern.
In Anlehnung an die SIMPSON-Analogie kann die intergranulare Dehnung auf
mikromechanischer Ebene beschrieben werden. Betrachtet werden zwei Körner und
deren Kontaktzone. Es wird angenommen, daß zwei gegeneinander gerichtete
Dehnungsraten direkten Einfluß auf die Deformationen der Kontaktflächen in der
mikromechanischen Größenordnung (-R ≤ δ ≤ +R) haben. Bei Erreichen der
maximalen intergranularen Dehnung setzt ein gegenseitiges Gleiten der Körner ein.
Die Dehnungsrate wird nun beliebig zu D = -1 bzw. D = +1 gewählt und die
Entwicklung von δ beobachtet (siehe Bild 4.3-1).
Bild 4.3-1: Zustände der intergranularen Dehnung
Sobald die intergranulare Dehnung δ den Maximalwert R überschreitet, werden die
Spannungsraten mit dem hypoplastischem Stoffgesetz beschrieben. Die maximale
intergranulare Dehnung R wird unabhängig vom Spannungsniveau als konstant
angenommen.
Die Entwicklungsgleichung der intergranularen Dehnung ergibt sich für den
eindimensionalen Fall zu

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δ
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 −=δ
0DfürD
0>DfürD
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1& (4.3-1)
Aus der eindimensionalen Formulierung läßt sich die dreidimensionale Darstellung
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herleiten.
Die Spannungsrate 
o
T  des hypoplastischen konstitutiven Modells ergibt sich aus
dem nichtlinearen tensoriellen Produkt der Dehnungsrate D und der Stoffmatrix Mi:
D:MT i
o = (4.3-2)
Beziehungsweise mit den hypoplastischen Tensoren L und N nach VON
WOLFFERSDORFF [71]:
DN+D:=T
o
L (4.3-3)
NIEMUNIS und HERLE schlagen für die Stoffmatrix Mi den folgenden Ansatz vor, der
im Gegensatz zu den bisherigen Formulierungen der hypoplastischen Stoffgesetze
einen Verzweigungsansatz darstellt:
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Die Richtung der intergranularen Dehnung δˆ  ergibt sich zu:

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≠=
0
0
δ
δδ
δ
δ
δ0
δˆ
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(4.3-5)
und deren bezogene Größe ρ zu:
R
δ=ρ (4.3-6)
Für eine monotone Belastung (D = const.) gilt:
DD =:ˆˆδδ (4.3-7)
DD =:δˆ (4.3-8)
In diesem Fall erhält man mit 
D
D R→δ wieder das hypoplastische konstitutive
Modell.
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Die Entwicklungsgleichung der intergranularen Dehnung lautet als Verallge-
meinerung des eindimensionalen Falls in tensorieller Schreibweise:
( )
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≤
ρ−=
β
0für
0>fürr
DD
DD1
:ˆ
:ˆ:ˆˆ
δ
δδδδ& (4.3-9)
Die Materialkonstanten mT, mR, βr, χ und R werden durch Angleichen der
numerischen Simulationsergebnisse an Versuchsergebnisse bestimmt. So ergeben
sich beispielsweise für einen Hochstettener Sand die in Tabelle 4.3-1 angegebenen
Werte.
Material mT mR βr χ R
Hochstettener Sand 2,0 5,0 0,50 6,0 0,0001
Tabelle 4.3-1: Stoffkonstanten der intergranularen Dehnung [50]
Durch die Definition von Mi ergeben sich für eine Richtungsumkehr der Dehnung die
größtmöglichen Werte der Steifigkeit. Solange die Richtung der Verschiebung und
die der intergranularen Dehnung nicht identisch sind, nimmt δ in gleichem Maße ab
wie die makroskopische Dehnung, während das Material seine große Steifigkeit
behält. In diesem Fall kommt der hypoplastische Term δˆ N  nicht zum Tragen; das
Korngerüst bleibt unverändert. Wird nun nach einem Nulldurchgang von δ der Wert
0:ˆ >Dδ , baut sich die intergranulare Dehnung wieder auf, und die Steifigkeit paßt
sich dem konstitutiven Modell an.
Bei Richtungsänderungen der Verformung um weniger als 90° bleibt ρ = 1.0, und δ
rotiert so lange, bis es in die neue Richtung von D weist. Ist ρ = 0, so ändert sich δ
nach Gleichung (4.3-9) in gleichem Maße wie D. In diesem Sinne kann Gleichung
(4.3-9) als eine exponentielle Interpolation (mit rβρ ) zwischen den Sonderfällen ρ = 0
und ρ = 1 angesehen werden.
4.4 Zusammenfassung
Es wurden vier verschiedene Ansätze der Hypoplastizität zur Simulation des
zyklischen Materialverhaltens des Schüttguts beschrieben. Alle Ansätze basieren
auf der Formulierung von GUDEHUS und von VON WOLFFERSDORFF. Neben dieser
Formulierung wurden zwei mittels Geschichtsfunktionen modifizierte
Formulierungen vorgestellt. Die Modifikation von BAUER verwendet dabei die
Verformungsarbeit als Verzweigungskriterium zwischen Be- und Entlastung. BRAUN
ersetzt in seinem Ansatz die Verformungsarbeit durch ein Energiekriterium von
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CHEN und MIZUNO. Der vierte Ansatz, die intergranulare Dehnung, trägt kleine
zyklische Belastungen durch Verformung der Kontaktbereiche des granularen
Schüttguts und nicht über eine Verschiebung des Korngerüsts ab.
Für die Simulation des zyklischen Verhaltens ist zu erwarten, daß die klassische
Hypoplastizitätstheorie nicht in der Lage ist, das zyklische Verhalten von
Schüttgütern zu simulieren, da keine Verfestigungseffekte berücksichtigt werden.
Bei den beiden Modifikationen von BAUER und BRAUN muß untersucht werden,
inwieweit die Verzweigungskriterien in der Lage sind, den Zeitpunkt der Lastumkehr
richtig zu erkennen. Darüber hinaus ist zu untersuchen, ob die Tatsache, daß die
Lasten nur über eine Verschiebung des Korngerüstes abgetragen werden, nicht
gerade bei kleinen Lastamplituden zu unrealistischen Verformungen führen kann.
Der Ansatz der intergranularen Dehnung verspricht das Verhalten besser zu
beschreiben, da zunächst der Bereich, in dem sich der Kontaktbereich verformt,
durchlaufen werden muß.
Die Auswahl des Materialgesetzes für die numerische Simulation der dynamisch
erregten Schüttgutsilos erfolgt nach einem Vergleich der verschiedenen
Materialbeschreibungen. Dazu werden zyklische Versuche aus der Bodenmechanik
mit den verschiedenen Materialformulierungen simuliert. Die Ergebnisse dieser
Simulationen werden verglichen und abschließend beurteilt (Kapitel 10).
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5 Numerische Umsetzung
5.1 Zeitintegration
Das Lösen nichtlinearer dynamischer Probleme basiert auf der Gleichgewichts-
bedingung:
(t)t)(x,(t)(t) FFxCxM R =++ &&& (5.1-1)
Die aufgebrachte Last F(t) muß mit der Summe der Trägheits-, Dämpfungs- und
nichtlinearen Rückstellkräfte im Gleichgewicht stehen. Die Trägheitskraft besteht
aus dem Produkt der Massenmatrix M und der zweiten Ableitung des Weges x nach
der Zeit. Die erste Ableitung, multipliziert mit der Dämpfungsmatrix C, ergibt die
Dämpfungskraft. Die Rückstellkraft FR berücksichtigt die nichtlineare Steifigkeit der
Struktur.
Die Dämpfungsmatrix kann vereinfacht als Linearkombination der Massen- und
Steifigkeitsmatrix (RAYLEIGH-Dämpfung) aufgestellt werden.
KMC β+α= (5.1-2)
Die Koeffizienten α und β können so gewählt werden, daß sich bei zwei frei
wählbaren Perioden T1 und T2 die Dämpfungsgrade D1 und D2 ergeben.
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DTDTTT
1
−
−= πβ (5.1-4)
Eingesetzt in Gleichung (5.1-2) kann das Gleichungssystem, z.B. mit dem impliziten
Integrationsverfahren nach NEWMARK, gelöst werden [46]. Dieses Verfahren wird im
folgenden verwendet.
5.2 Finite-Elemente-Programm NLS
Die numerische Umsetzung des hypoplastischen Stoffgesetzes und die Simulation
des gesamten Schüttgutsilos erfolgt mit dem im Rahmen der Arbeit entwickelten
FE-Programm NLS („Non Linear Services“). Die Datenstruktur sowie die
numerische Umsetzung auf Elementebene wurde bei NLS dem Anforderungsprofil
des hypoplastischen Materialgesetzes angepaßt.
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Zur Berechnung der aktuellen Zustandsgrößen im Iterationsschritt wurde das
NEWTON-RAPHSON-Verfahren modifiziert und das EULER-Differenzenverfahren für die
Zeitintegration des ratenformulierten hypoplastischen Stoffgesetzes implementiert
(vgl. Kapitel 6). Die Datenverwaltung wurde entsprechend den daraus
resultierenden Anforderungen strukturiert und optimiert.
Die Schnittstelle zur Einbindung der Elemente wurde so definiert, daß ein Erweitern
des Programms, beispielsweise durch Stabelemente zur Simulation der
Tragstruktur, problemlos möglich ist.
5.2.1 Programmablauf
Die Strukturgeometrie, die Strukturparameter und die Belastung werden über eine
Eingabedatei an das Programm NLS übergeben. Der zeitliche Verlauf der Belastung
wird durch die Datei „Lasten“ gesteuert. Die Steuerung der Berechnung erfolgt
mittels der Datei „Worksheet“.
Mit Hilfe dieser drei Dateien startet NLS die Berechnung. Das Ergebnis der
Berechnung kann als Textdatei und als binäre Datei für eine spätere Bearbeitung
mit dem Grafikmodul GLGraph ausgegeben werden. Außerdem können die
Ergebnisse als Zwischenergebnisse für folgende Berechnungen gespeichert
werden.
Bild 5.2-1: Ablaufschema von NLS
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5.2.2 Rechenalgorithmus
Das Gleichungssystem der nichtlinearen statischen bzw. dynamischen Berechnung
wird mit dem NEWTON-RAPHSON-Verfahren gelöst, das den Anforderungen
entsprechend modifiziert wurde. Das NEWTON-RAPHSON-Verfahren in seiner
Grundversion berechnet für den Initial- und jeden Iterationsschritt eines
Lastschrittes die aktuellen tangentialen Steifigkeitswerte und stellt dann das zu
lösende Gleichungssystem auf. Die Ungleichgewichtskräfte werden in Abhängigkeit
von dem aktuellen Verformungsinkrement und unter Berücksichtigung des
nichtlinearen Materialgesetzes ermittelt. Die Differenz zwischen der aufgebrachten
Last und der Ungleichgewichtskraft wird als modifiziertes Lastinkrement in dem
folgenden Iterationsschritt aufgebracht und damit ein neues Verformungsinkrement
berechnet. Ausgehend vom Belastungsniveau des letzten Iterationsschrittes werden
dann beim NEWTON-RAPHSON-Verfahren mit den neuen Verformungsinkrementen
die neuen Spannungen und Ungleichgewichtskräfte berechnet (Bild 5.2-2).
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Bild 5.2-2: NEWTON-RAPHSON-Verfahren
Das hypoplastische Stoffgesetz beschreibt eine Verfestigung des Materials bei
zunehmender Belastung. Durch die relativ geringe Steifigkeit zu Beginn der Iteration
ergibt sich aus dem resultierenden Verformungsinkrement, eingesetzt in das
hypoplastische Stoffgesetz, eine relativ hohe resultierende Kraft. Die
Ungleichgewichtskraft (die Differenz der inneren Kräfte und der im Lastschritt
aufgebrachten Last) kann dann entgegen der ursprünglichen Belastungsrichtung
gerichtet sein. Das aus dieser Belastung resultierende Verformungsinkrement
würde einer Lastumkehr entsprechen und so numerisch zu einem Entlastungszyklus
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führen. Das so beschriebene Materialverhalten entspricht dann nicht mehr dem
Materialverhalten bei monotoner Belastung. Aus diesem Grund wurde das
Dehnungsinkrement aus der Differenz der aktuellen Verformung des
Iterationsschrittes und der Verformung des vorhergehenden Lastschritts berechnet.
So kann eine Unabhängigkeit von der gewählten Anfangssteifigkeit und der
Lastschrittweite gewährleistet werden. Dies verdeutlicht Bild 5.2-3.
un=2un=1ut
un=1∆
un=2∆
Ft
Ft+ t
Fn=2
Fn=1
En=2En=1
∆
Kr
af
t F
Verschiebung u
Bild 5.2-3: Modifizierter NEWTON-RAPHSON-Algorithmus für verfestigendes
Materialverhalten
Ausgehend vom Belastungszustand Ft wird das Lastinkrement Ft+∆t - Ft aufgebracht.
Mit der Anfangssteifigkeit En=1 wird das Verformungsinkrement
tuuu 1n1n −=∆ == (5.2-1)
ermittelt. Durch Anwendung des verwendeten Stoffgesetzes ergibt sich die
resultierende Kraft Fn=1 und die modifizierte Steifigkeit En=2. Im ersten
Iterationsschritt wird die Ungleichgewichtskraft
1n∆tt1nU, FFF =+= −= (5.2-2)
aufgebracht und die Verformung un=2 ermittelt. Das NEWTON-RAPHSON-Verfahren
berechnet die Spannung und damit die resultierende Kraft Fn=2 ausgehend vom
Belastungszustand Fn=1 mit dem Verformungsinkrement
1n2n2n uuu === −=∆ (5.2-3)
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Dies assoziiert im hypoplastischen Stoffgesetz einen Entlastungszyklus, der
lediglich numerisch vorhanden ist. Aus diesem Grund wird im verwendeten
Rechenalgorithmus das Verformungsinkrement aus der Beziehung
t2n2n uuu −=∆ == (5.2-4)
ermittelt und für die Spannungsberechnung in das hypoplastische Stoffgesetz
eingesetzt. Der Bezugspunkt bleibt für den gesamten Lastschritt der Punkt mit den
Koordinaten Ft und ut.
5.2.3 Datenspeicherung
Der Berechnungsalgorithmus (Bild 5.2-4) erfordert bei der numerischen Umsetzung
eine separate Sicherung der Elementdaten der Zeitpunkte t und t+∆t. Zum Zeitpunkt
t+∆t dienen die Elementeigenschaften (Spannungen, Dehnungen und die Porenzahl
in den einzelnen GAUßpunkten) des Zeitpunktes t als Bezugsgrößen für die
Iterationen zum Zeitpunkt t+∆t. Wird das Genauigkeitskriterium erfüllt, dienen die
Elementeigenschaften des Zeitpunktes t+∆t als neue Bezugsgrößen für den
Zeitschritt t+2∆t.
5.2.4 Abbruchkriterium
Bei der Lastumkehr erzeugt das hypoplastische Stoffgesetz hohe Steifigkeiten. Dies
führt dazu, daß die Verschiebung un=1, berechnet mit der Steifigkeit vor der
Lastumkehr, im Verhältnis zur Verschiebung un=2, berechnet mit der hohen
Steifigkeit bei der Lastumkehr, relativ groß ist. Dies führt bei einigen klassischen
Abbruchkriterien sehr schnell zum Erreichen der Genauigkeitsschranke, ohne daß
der Lastschritt tatsächlich im Gleichgewicht steht.
Um dies zu verhindern, wird in NLS ein modifiziertes Abbruchkriterium angewendet.
Zu Beginn jedes Lastschritts werden zwei Iterationen durchgeführt. Mit dem
verwendeten Energiekriterium wird die Energie der beiden Iterationsschritte ermittelt
und der kleinere Wert als Bezugswert ∆u0•∆F0 für die folgenden Iterationen gewählt.
Zusätzlich wird das Abbruchkriterium erfüllt, wenn die vorhandene Energie einen
unteren Grenzwert erreicht hat. Dies hat sich vor allem bei sehr kleinen
Lastdifferenzen in einem Lastschritt als effizient erwiesen.
tGenauigkei
Fu
Fu
00
ii ≤∆⋅∆
∆⋅∆
∑
∑ (5.2-5)
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Bild 5.2-4: Berechnungsalgorithmus der nichtlinearen Dynamik
Berechnungsart: nichtlineare Dynamik
Nichtlin. Steifigkeitsmatrix K
und Ungleichgewichtskräfte
nichtlineare
Auswertung der Verformung
mit dem NEWMARK-Integrator
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5.2.5 Lastschrittinterpolation
Die Lasten werden durch Umlagerungen abgetragen. Das aufgebrachte Last- bzw.
Verformungsinkrement kann dabei gegebenenfalls nicht innerhalb der
vorgegebenen Anzahl von Iterationsschritten zu einem Gleichgewicht führen. Wird
kein Gleichgewicht gefunden, halbiert das Programm den Zeitschritt und führt eine
lineare Lastinterpolation durch. Dieser Vorgang wiederholt sich so oft, bis ein
Gleichgewicht gefunden wird. Ist die Iterationsgenauigkeit erreicht, wird das
verbleibende Lastinkrement im reduzierten Zeitschritt aufgebracht. Wird bei der
dynamischen Berechnung eine Beschleunigung als Belastung aufgebracht, wird die
Beschleunigung im Lastschritt als konstant angenommen und nur die
Zeitschrittweite halbiert.
Dies erlaubt neben der Dehnungsinkrementierung auf Elementebene (vgl. auch
Abschnitt 6.2) eine zusätzliche Eingriffsmöglichkeit auf der Ebene des Haupt-
programms, um einen Gleichgewichtszustand zu erreichen.
5.3 Grafikmodul GLGraph
Die visuelle Darstellung der berechneten Ergebnisse erfolgt mit den entwickelten
Programmen GLGraph2D und GLGraph3D.
GLGraph2D dient zur Visualisierung der berechneten Ergebnisse in Form von zwei-
dimensionalen Diagrammen. Das Programm GLGraph2D ermöglicht es,
Verformungs-, Dehnungs- und Spannungsverläufe eines Element- bzw. eines
GAUßpunktes über die Zeit oder in Abhängigkeit vom Lastniveau anzuzeigen.
Darüber hinaus können diese Ausgaben auch beliebig miteinander kombiniert
werden, so daß auch Spannungs-Dehnungslinien dargestellt werden können.
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Bild 5.3-1: Ausgabe des Grafikmoduls GLGraph2D
Der Grafikmodul GLGraph3D ermöglicht die Ausgabe der gesamten Struktur als
Gitternetz. Zusätzlich können der Verlauf der Verformungen, Dehnungen und
Spannungen in der Struktur farblich dargestellt werden. Ebenfalls dargestellt werden
kann die verformte Struktur und der Verlauf einer ausgewählten Größe über die
Zeit.
Bild 5.3-2: Ausgabe des Grafikmoduls GLGraph3D
42 Modellierung des Schüttguts
6 Modellierung des Schüttguts
6.1 Wahl des Elementtyps
Die Genauigkeit numerischer Untersuchungen hängt stark von den verwendeten
Elementtypen und den Ansätzen für die Formfunktionen ab. Die Formfunktionen der
gewählten Elemente sollen in der Lage sein, Kriterien wie die Kontinuität der
Geschwindigkeiten und der Deformationen an den Elementrändern [77] zu erfüllen.
Die ersten Diskretisierungen von Schüttgutsilos erfolgten durch Elemente mit einem
linearen Ansatz für die Geschwindigkeitsverteilung [30,24]. Die Spannungen T und
die Deformationsraten D sind dabei im Element konstant. Dieser Ansatz erlaubt eine
analytische Durchführung der räumlichen Integration. Die Ermittlung der für die
Berechnung der geometrisch nichtlinearen Terme notwendigen räumlichen
Ableitungen ist nur durch eine Extrapolation der Werte in den GAUßpunkten auf die
Knoten und anschließende Wichtung möglich [30]. Dies kann zu numerischen
Problemen führen [55]. Aufgrund des einfachen Ansatzes der Formfunktionen wird
zusätzlich eine sehr feine Diskretisierung notwendig [24].
Für ebene Berechnungen erwies sich das isoparametrische Scheibenlement mit
acht Knoten im Hinblick auf die Rechengenauigkeit und die Rechenzeit als das
geeignetste [55]. Das räumliche SERENDIPITY-20-Knoten-Volumenelement führt
aufgrund seiner nicht immer positiven Formfunktionen bei der Zeilensummen-
technik einerseits zu einer nicht positiv definiten Massenmatrix, und zum anderen
sind die Ersatzkräfte für eine Flächenlast in den Eckpunkten negativ. Negative
Massenwerte sind nicht nur physikalisch unsinnig, sondern schränken die zur
Verfügung stehenden Lösungsverfahren ein und erfordern andere Verfahren [32].
Das Schüttgut wird daher in der folgenden dreidimensionalen Berechnung durch
das LAGRANGEsche 8- bzw. 27-Knoten-Volumenelement (Bild 6.1-1) mit linearen
bzw. quadratischen Ansatzfunktionen (Tabelle 6.1-1) diskretisiert.
Die numerische Umsetzung des hypoplastischen Stoffgesetzes mit seinen
Erweiterungen erfordert einen hohen numerischen Aufwand. Einerseits muß der
allgemein verwendete Rechenalgorithmus den besonderen Anforderungen,  d. h.
dem verfestigenden Materialverhalten und der zyklischen Belastung, angepaßt
werden. Darüber hinaus erfordern Stoffgesetze, die in Ratenform formuliert sind,
eine numerische Integration der Stoffgleichung.
Modellierung des Schüttguts 43
Grundfunktionen zusätzliche Terme Ni
N1 18 1 1 1( )( )( )+ + +ξ η ζ 27N)NN(N)NN(N 81252421411712921 −++−++−
N2 18 1 1 1( )( )( )− + +ξ η ζ 27N)NN(N)NN(N 81252221411810921 −++−++−
N3 18 1 1 1( )( )( )− − +ξ η ζ 27N)NN(N)NN(N 812523224119111021 −++−++−
N4 18 1 1 1( )( )( )+ − +ξ η ζ 27N)NN(N)NN(N 812524234120121121 −++−++−
N5 18 1 1 1( )( )( )+ + −ξ η ζ 27N)NN(N)NN(N 812624214117161321 −++−++−
N6 18 1 1 1( )( )( )− + −ξ η ζ 27N)NN(N)NN(N 812622214118141321 −++−++−
N7 18 1 1 1( )( )( )− − −ξ η ζ 27N)NN(N)NN(N 812623224119151421 −++−++−
N8 18 1 1 1( )( )( )+ − −ξ η ζ 27N)NN(N)NN(N 812624234120161521 −++−++−
N9 14 21 1 1( )( )( )− + +ξ η ζ 274125212121 NNN −−−
N10 14 21 1 1( )( )( )− − +ξ η ζ 274125212221 NNN −−−
N11 14 21 1 1( )( )( )− − +ξ η ζ 274125212321 NNN −−−
N12 14 21 1 1( )( )( )+ − +ξ η ζ 274125212421 NNN −−−
N13 14 21 1 1( )( )( )− + −ξ η ζ 274126212121 NNN −−−
N14 14 21 1 1( )( )( )− − −ξ η ζ 274126212221 NNN −−−
N15 14 21 1 1( )( )( )− − −ξ η ζ 274126212321 NNN −−−
N16 14 21 1 1( )( )( )+ − −ξ η ζ 274126212421 NNN −−−
N17 14 21 1 1( )( )( )+ + −ξ η ζ 274124212121 NNN −−−
N18 14 21 1 1( )( )( )− + −ξ η ζ 274122212121 NNN −−−
N19 14 21 1 1( )( )( )− − −ξ η ζ 274123212221 NNN −−−
N20 14 21 1 1( )( )( )+ − −ξ η ζ 274124212321 NNN −−−
N21 12 2 21 1 1( )( )( )− + −ξ η ζ 2721 N−
N22 12 2 21 1 1( )( )( )− − −ξ η ζ 2721 N−
N23 12 2 21 1 1( )( )( )− − −ξ η ζ 2721 N−
N24 12 2 21 1 1( )( )( )+ − −ξ η ζ 2721 N−
N25 12 2 21 1 1( )( )( )− − +ξ η ζ 2721 N−
N26 12 2 21 1 1( )( )( )− − −ξ η ζ 2721 N−
N27 ( )( )( )1 1 12 2 2− − −ξ η ζ
Tabelle 6.1-1: Ansatzfunktionen für das LAGRANGEsche 27-Knoten-Volumenelement
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Bild 6.1-1: 27-Knoten-Volumenelement
6.2 Numerische Integration der Stoffgleichung
Die Ratenformulierung des hypoplastischen Stoffgesetzes
e),,h(
o
DTT = (6.2-1)
bedingt eine Zeitintegration der Stoffgleichung. Die Spannungen zum Zeitpunkt t+∆t
werden mit dem Θ-Verfahren [54] berechnet aus
Tt+∆t = Tt + h(Tt+Θ∆t,D) ∆t (6.2-2)
mit Tt+Θ∆t = ΘTt+∆t +(1-Θ)Tt (6.2-3)
Für bestimmte Θ −Werte ergeben sich bekannte Integrationsverfahren:
Θ  = 0,0 : EULER-Vorwärtsdifferenzenverfahren
Θ  = 0,5 : Mitteldifferenzenverfahren
Θ  = 1,0 : EULER-Rückwärtsdifferenzenverfahren
Beim EULER-Vorwärtsdifferenzenverfahren ist die Spannung zum Zeitpunkt t+∆t
lediglich von der Spannung zum Zeitpunkt t abhängig. Die Spannungsrate
berechnet sich zu:
∆T = Tt+∆t - Tt = oT (Tt) ∆t (6.2-4)
Der Spannungszuwachs in einem Iterationsschritt kann in n Subinkrementen
aufgebracht werden:
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Diese Methode verhindert bei der Integration das Auftreten von Zugspannungen, die
bei dem hypoplastischen Stoffgesetz unzulässig sind. Die Integration bleibt stabil.
Spannungszustände, die außerhalb der aktuellen zulässigen Grenzbedingung
liegen, können so gesteuert werden, daß nur zulässige Spannungszustände
auftreten [33].
Für den Fall Θ ≠ 0 hängt die Spannungsrate von der unbekannten Spannung ∆ttT +
ab. Diese implizite Integration führt auf ein iterativ zu lösendes nichtlineares
Problem. Eine iterative Steigerung der Spannungen ermöglicht die Lösung dieses
Problems.
∆tD),(ThTT tti
ttt
i
Θ∆+∆+ += (6.2-6)
ttt
1i
tt
i )T(1TT Θ−+Θ= ∆+−Θ∆+ . (6.2-7)
i bezeichnet dabei den i-ten sukzessiv zu steigernden Schritt. Die Anfangs-
bedingung entspricht den Randbedingungen des EULER-Vorwärtsdifferenzen-
verfahrens:
ttt
0 TT =∆+ (6.2-8)
Der Iterationsschritt ist beendet, wenn die Differenz der Spannungen der Schritte i
und i-1 einen zulässigen Toleranzbereich unterschreitet:
tt
iiteration
tt
1i
tt
i TTT
∆+∆+
−
∆+ ε≤− (6.2-9)
εiteration ist eine vorgegebene, kleine Toleranz; als geeignet erwies sich εiteration=10-4
[54,53].
Um eine möglichst geringe Rechenzeit zu erreichen, ist es wichtig, die Schrittweite
der zu steigernden Spannungsinkremente flexibel zu gestalten. Dies erfordert eine
flexible Steuerung der Subinkrementierung innerhalb eines Iterationsschritts.
RODDEMANN [54,53] schlägt für die Subinkrementierung eine Verkleinerung des
vorgegebenen Dehnungsinkrementes durch gegebenenfalls wiederholte Halbierung
des im Lastschritt aufgebrachten Dehnungsinkrements vor. Die Aktivierung der
Halbierung erfolgt, wenn die Spannungsdifferenz des Inkrements einen Grenzwert
überschreitet. Dieser Grenzwert wird in Abhängigkeit von der neuen Spannung
definiert:
1isubstepi1i TTT ++ ε>− (6.2-10)
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mit substepε als Genauigkeitsschranke.
Um die Anzahl der Iterationen zu begrenzen, wird zum einen die minimale Größe
des Iterationsschrittes dt durch den Grenzwert dtε  festgelegt.
dtdt ε≥ (6.2-11)
Zusätzlich wird die Abminderung der Iterationsschrittweite durch eine untere
Schranke Sigmaε  für den Betrag der Spannungsrate kontrolliert.
Sigmaε≥
o
T (6.2-12)
Eine weitere Aufgabe dieser Subinkrementierung ist eine iterative Annäherung des
Spannungszustandes an die Definitionsgrenzen des hypoplastischen Stoffgesetzes.
Neben der Subinkrementierung des Lastschritts bei der Spannungsberechnung, ist
es von besonderer Bedeutung, zusätzliche Kriterien für die Lastumkehr speziell bei
der intergranularen Dehnung zu berücksichtigen. Der Einfluß der intergranularen
Dehnung beschränkt sich auf einen Bereich von 2 Rmax. Bei Lastumkehr würde das
gesamte Dehnungsinkrement D zur Änderung der intergranularen Dehnung δ
beitragen (vgl. Gl. (4.3-9)), so daß die bezogene Größe der intergranularen
Dehnung ρ den Maximalwert 1 übersteigen könnte. Daher ist es notwendig, das
aufgebrachte Dehnungsinkrement so zu begrenzen, daß ρ nicht größer als 1 wird.
Um den Einfluß der intergranularen Dehnung zu erfassen, werden die
Dehnungsinkremente in diesem Bereich zusätzlich verkleinert, so daß gilt:
maxintRdt ε=⋅D (6.2-13)
Mit intε  als Faktor zur Unterteilung des Bereichs der intergranularen Dehnung.
Für den Fall, daß
1<ρ (6.2-14)
und maxintRdt ε>⋅D (6.2-15)
ergibt sich der verkleinerte Zeitschritt ssdt zu:
D)1(
Rssdt
r
max
int βρ−ε=    für    0
ˆ: >δD (6.2-16)
oder D
max
int
Rssdt ε=             für    0ˆ: ≤δD . (6.2-17)
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6.3 Berechnung der Materialmatrix D
Zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix K des Volumenelementes wird die
Materialmatrix D für das granulare Schüttgut benötigt. Die Ermittlung der exakten
Materialmatrix für den aktuellen Last- bzw. Iterationsschrittes ist sehr aufwendig.
Aus diesem Grunde wurde vereinfacht nur der lineare Anteil des hypoplastischen
Stoffgesetzes zur Ermittlung der Materialmatrix verwendet. Dies führt dazu, daß
keine konsistent Linearisierung vorgenommen werden kann, und damit keine
quadratische Konvergenzgeschwindigkeit in der Iteration zu erreichen ist.
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7 Modellierung des Kontaktbereichs Schüttgut-Silowand
7.1 Einführung
Bei der Berechnung von Schüttgutsilos ist die Modellierung des Übergangsbereichs
zwischen Schüttgut und Silowand von entscheidender Bedeutung. Ein
Vernachlässigen dieses Bereichs kann die Ergebnisse maßgebend verfälschen und
zu ungewollten Effekten führen.
Neben der Abbildung des normal zur Silowand wirkenden Kontaktdrucks müssen
die tangential wirkenden Reibungskräfte sowie Ablösungserscheinungen des
Schüttguts von der Silowand abgebildet werden können. Das verwendete
Reibungsgesetz ist dabei nur von untergeordneter Bedeutung. In der Literatur gibt
es neben dem einfachen linearen COULOMBschen Reibungsgesetz eine Vielzahl
nichtlinearer Reibungsansätze [72,76,11], bei denen diverse Parameter Einfluß
haben. STADLER [66] und DESAI [16,17] untersuchten dieses Phänomen
experimentell und kamen zu dem Ergebnis, daß der Reibungskoeffizient µ
unabhängig von der Normalspannung ist und so als konstant betrachtet werden
kann. Zu dem gleichen Ergebnis kam ROMBACH [55] bei Untersuchungen von Silos.
Die Modellrechnungen zur Beurteilung des Reibungsverhaltens bei
Füllungsprozessen mit linearen und nichtlinearen Reibungsgesetzen kommen zu
nahezu identischen Ergebnissen. Neben der Überprüfung der Grenzbedingungen
und der eventuell erforderlichen Modifikation der Spannungen muß die lineare
COULOMBsche Reibung nicht zusätzlich iteriert werden. Im Vergleich zu den
nichtlinearen Formulierungen reduziert sich so der Rechenaufwand erheblich.
Zur Modellierung des Übergangsbereichs stehen grundsätzlich zwei Modelle zur
Verfügung. Das eine stellt ein „Thin-layer“-Interfaceelement [55,76,72] dar, ein
isoparametrisches Volumenelement ohne Mittelknoten. In der unsymmetrischen
Stoffmatrix werden die stofflichen Randbedingungen (nur Schub- und Normalkräfte
können in der Grenzschicht übertragen werden) definiert. Der Nachteil dieser
Formulierung ist, daß die einzelnen Knoten durch ihre Formfunktionen miteinander
verknüpft sind und so lokale Ablösungserscheinungen durch die Integration der
Formfunktionen über das Volumen des Elementes auf alle Knoten verteilt und damit
„verschmiert“ werden.
Als zweites Modell wurde, in Anlehnung an LADEWIG [41], ein 8- bzw. 18-Knoten-
Kontaktelement entwickelt. Der entscheidende Vorteil gegenüber dem „Thin-layer“-
Interfaceelement ist, daß lokale Ablösungserscheinungen erfaßt werden können, da
nur direkt gegenüberliegende Knoten miteinander gekoppelt werden. Als
Reibungsgesetz wurde das lineare MOHR-COULOMBsche Reibungsgesetz
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verwendet.
7.2 Kontaktelement
Das Kontaktelement besteht aus zwei Knotenschichten mit jeweils vier bzw. neun
Knoten. Die Kraftübertragung zwischen beiden Knotenschichten erfolgt über eine
extrem dünne masselose elastische Schicht mit richtungsabhängigen expliziten
Vorgaben der elastischen Eigenschaften.
Bild 7.2-1: Kontaktelement
Zur Berechnung der verformungs- und lastabhängigen Steifigkeitsmatrix wird eine
Flächenmatrix bestimmt, die den Flächenanteil jedes Knotens an der Gesamtfläche
angibt. Die LAGRANGEschen Ansatzfunktionen (Gl. (8.3-1)) zur Beschreibung des
Elementes entsprechen dabei denen des Schalenelementes. Der Flächenanteil des
Knotens k berechnet sich zu:
jiA
n
1i
n
1j
kAk
A
kk JNddJ),(NdA),(NA αα=ηξηξ=ηξ= ∑∑∫ ∫∫ ξ η
= =ξ η
(7.2-1)
Die Steifigkeitsmatrix setzt sich aus Federsteifigkeiten zusammen, die die Knoten k
und k‘ koppeln und abhängig von deren Relativverschiebungen und dem
verwendeten Reibungsgesetz sind. Die Federsteifigkeiten in Normalenrichtung knc
ergeben sich aus dem Produkt der Federkonstanten cd und dem Flächenanteil Ak.
Ein nichtlineares Verhalten der Feder im Zugbereich kann durch die Untersuchung
der Relativverschiebung knu∆  in Normalenrichtung erzwungen werden.
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0ufürAcc knkd
k
n ≤∆= (7.2-2)
0ufür0c kn
k
n >∆= (7.2-3)
Die Relativverschiebungen in Richtung der Flächennormalen knu∆  und die
tangentialen Verschiebungen k1tu∆  und k2tu∆  ergeben sich zu:
( ) kn0'kkkn vuuu rrr −=∆ (7.2-4)
( ) k10'kkk1t vuuu rrr −=∆ (7.2-5)
( ) k20'kkk2t vuuu rrr −=∆ (7.2-6)
Die Steifigkeiten in tangentialer Richtung werden analog zu der Steifigkeit in
normaler Richtung ermittelt.
kti
k
ti Acc =       für i=1, 2 (7.2-7)
Dabei sollten die Anfangssteifigkeiten für ct1 und ct2 nicht größer als cd gewählt
werden. Die tangentialen Steifigkeiten ct1 und ct2 werden in der folgenden
Berechnung entsprechend dem COULOMBschen Reibungsgesetz
τ σ ϕ σ µ≤ =n ntan 0 0 (7.2-8)
k
ti
kk
ti uc ti ∆=τ      für   i=1, 2 (7.2-9)
k
nn
k
n uc ∆=σ (7.2-10)
iterativ angeglichen und besitzen die Form:
)cmax(
cuufür)cmax(c
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ti ∆µ<∆=      für i=1, 2 (7.2-11)
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∆µ=      für i=1, 2 (7.2-12)
Die tangentialen Steifigkeiten sind damit keine konstanten Werte. Die lokale
Steifigkeitsmatrix für einen Knoten k ergibt sich zu:
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(7.2-13)
Im Knoten k werden die Knotensteifigkeiten vom lokalen ins globale
Koordinatensystem transferiert und als globale Steifigkeitswerte an die Stellen der
Knoten k und k‘ einsortiert.
Bei der Simulation des statischen Füllzustands nimmt der Druck senkrecht zur
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Silowand infolge der Setzung des Schüttguts zu. Durch die tangentiale
Verschiebung wird die Reibung aktiviert und entsprechend dem Reibungsgesetz
modifiziert, so daß Gleichung (7.2-9) gilt.
Infolge der seismischen Belastung kann es ausschließlich zu einer Erhöhung bzw.
Abnahme des Drucks in Normalen-Richtung kommen. Bei einer Erhöhung des
Drucks muß berücksichtigt werden, daß sich die Reibungskraft aufgrund der nicht
vorhandenen zusätzlichen tangentialen bzw. radialen Verschiebung nicht verändert.
Nimmt der Druck dagegen ab, reduziert sich die Reibungskraft entsprechend dem
Reibungsgesetz.
Eine Richtungsänderung der tangentialen bzw. radialen Relativverschiebung
innerhalb zweier Lastschritte hat eine Änderung der Richtung der Reibungskräfte
zur Folge. Dieser Vorzeichenwechsel ist sehr abrupt und führt zu numerischen
Stabilitätsproblemen. Aus diesem Grund wird bei Änderung der Richtung der
Relativverschiebung der Vorzeichenwechsel über einen Bereich der Länge ε linear
angenommen (Bild 7.2-2).
ε
Relativverschiebung
100 % FR
-100 % FR
Bild 7.2-2: Annahme über den Verlauf der Reibungskräfte bei Vorzeichenwechsel
Dies bedeutet, daß erst nach einer Relativverschiebung der Länge ε die volle, der
bisherigen Reibungskraft entgegen wirkende Reibungskraft, aufgebracht wird.
Angemerkt werden soll, daß es für die numerische Simulation zweckmäßig ist, auch
beim Ablösen des Schüttguts von der Silowand, mit einer Steifigkeit ungleich Null in
Normalenrichtung zu rechnen. Dies verhindert, daß bei einer Lastumkehr, und einer
damit verbundenen Wiederbelastung der Silowand, unrealistische
Relativverschiebungen in Normalenrichtung auftreten, die zu sehr großen
Ungleichgewichtskräften führen können. Für die folgenden Berechnungen wurde die
Federsteifigkeit in Normalen-Richtung für das Belasten und das Ablösen gleich
angenommen.
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7.3 Zusammenfassung
Es wird ein Kontaktelement entwickelt, das die Reibung zwischen Schüttgut und
Silowand abbilden kann. Bei der dynamischen Berechnung kann das
Kontaktelement ein lokales Ablösen des Schüttguts von der Silowand simulieren.
Darüber hinaus ist es in der Lage, die verschiedenen Druck- und
Verschiebungszustände, die während einer dynamischen Berechnung auftreten
können, abzubilden.
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8 Modellierung der Silowand
8.1 Überblick
Flächenartige Tragwerke werden in der Kontinuumsmechanik als Schalen
bezeichnet, wenn deren räumliche Ausdehnung in eine Richtung, im Vergleich zu
den beiden anderen Richtungen, als dünn betrachtet werden kann. Im allgemeinen
unterscheidet man zwischen planaren Schalenelementen, gekrümmten Elementen
nach Schalentheorie, räumlichen Kontinuumselementen und degenerierten
Schalenelementen (Bild 8.1-1).
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Bild 8.1-1: Planares, gekrümmtes und räumliches Schalenelement
Die Systemmatrizen der planaren Schalenelemente entstehen durch Superposition
ebener Scheiben- und Plattenelemente (Faltwerkselemente). Die beiden
charakteristischen Verformungen für den Membranzustand sind dabei unabhängig
von den drei charakteristischen Verformungen für den Biege- und den
Schubspannungszustand und begrenzen so den zulässigen Anwendungsbereich
auf ebene Schalenbauteile.
Die Grundlage gekrümmter Schalenelemente nach Schalentheorie ist die klassische
Theorie dünner Schalen. Die Verdrehung der Schalenmittelfläche ergibt sich durch
Differentiation der Verschiebung normal zur Schalenmittelfläche. Dies erfordert für
die Verschiebung Ansatzfunktionen von hoher Ordnung, um auch die Steifigkeit der
Verdrehung und damit die volle kinematische Verträglichkeit über die Elementränder
hinaus zu gewährleisten.
Die räumlichen Kontinuumselemente verwenden mindestens zwei Elementknoten
über die Elementdicke und sind uneingeschränkt für alle Strukturen anzuwenden.
Allerdings führt die Integrationsordnung mit einheitlicher Stützstellenzahl für alle drei
Richtungen zu schlecht konditionierten Gleichungssystemen und damit zu
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erheblichen numerischen Problemen.
Basierend auf der Formulierung der Kontiuumselemente wurden durch Reduktion
der Geometrie auf die Schalenmittelfläche die degenerierten Schalenelemente
entwickelt. Sie kombinieren die Vorteile der gekrümmten Schalenelemente nach der
Schalentheorie und der Kontinuumselemente und erlauben die Berechnung sehr
dünner und beliebig gekrümmter Schalenstrukturen ohne Kompatibilitätsprobleme
[78].
Für die folgenden Untersuchungen wird ein degeneriertes Schalenelement
verwendet. Das Materialverhalten der Silowand wurde physikalisch und geometrisch
linear angenommen.
8.2 Koordinatensysteme
Zur Beschreibung der Geometrie eines beliebig verformten Schalenelementes sind
verschiedene Koordinatensysteme erforderlich, die im folgenden erläutert werden.
8.2.1 Globales Koordinatensystem
Die Lage jedes beliebigen Punktes P des Schalenelements kann eindeutig durch die
Koordinaten x, y und z im globalen kartesischen Koordinatensystem beschrieben
werden. Der Deformationszustand ist durch die globalen Knotenverschiebungen u, v
und w eindeutig definiert.
8.2.2 Natürliches Koordinatensystem
Die zur Interpolation der Elementknotengrößen im Elementinneren erforderlichen
Formfunktionen Nk werden in Abhängigkeit von ξ, η und ζ hergeleitet. Sie bilden das
normierte natürliche Koordinatensystem (Bild 8.2-1). Der Ursprung befindet sich im
Mittelpunkt des Elementes. ξ und η spannen die Fläche des Elementes auf, ζ steht
senkrecht auf dieser Fläche.
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Bild 8.2-1: Globales und natürliches Koordinatensystem
8.2.3 Lokales kartesisches Koordinatensystem
Die lokalen Spannungen σ‘, Dehnungen ε‘ und Schnittgrößen n‘ werden an jedem
beliebigen Punkt im Elementinneren in einem lokalen Koordinatensystem (x‘, y‘, z‘)
definiert (Bild 8.2-2). Jeder Punkt P innerhalb der Schalenmittelfläche des Elements
läßt sich in Abhängigkeit von den Knotenkoordinaten xk, yk und zk eindeutig
definieren durch:
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Der Normalenvektor ergibt sich aus dem Vektorprodukt zweier Tangentenvektoren,
die sich durch Ableiten des Ortsvektors nach den beiden Koordinaten ξ und η des
natürlichen Koordinatensystems ergeben.
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Die Richtung der Koordinatenachse z‘ ist der Normalenvektor der Fläche mit
ζ = konstant.
z'=η∂
∂×ξ∂
∂ PP
(8.2-4)
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Bild 8.2-2: Lokales kartesisches Koordinatensystem
Die lokale Ableitung nach ξ wird als x‘-Komponente des lokalen Koordinaten-
systems definiert:
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Mit dem Normalenvektor z‘ und dem dazu senkrechten Richtungsvektor x‘ läßt sich
der zweite Richtungsvektor y‘ durch das Vektorprodukt bestimmen.
''' xzy ×= (8.2-6)
Die Basisvektoren der lokalen Orthonormalbasis lassen sich zu der Matrix der
Richtungskosinus Θ zusammenfassen.
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(8.2-7)
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8.2.4 Lokales Koordinatensystem für jeden Elementknoten
Das Koordinatensystem r, s und t definiert die Richtung der Knotenverdrehungs-
freiheitsgrade α und β (Bild 8.2-3).  Um zu gewährleisten, daß die Richtungen von α
und β bei aneinander grenzenden Elementen identisch sind, werden die Richtungen
von α und β unabhängig von den natürlichen Koordinaten bestimmt.
y
x
z
t
α
s
r
β
Bild 8.2-3: Lokales Koordinatensystem für jeden Elementknoten
Die Richtung t ergibt sich analog zu (8.2-4) aus dem Vektorprodukt zweier
Tangentenvektoren; somit gilt für jeden Knotenpunkt k:
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(8.2-8)
Die Richtung r ergibt sich zu:
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Die Richtung s ergibt sich aus dem Vektorprodukt von t und r:
rts ×= (8.2-10)
Für den Sonderfall, daß t parallel zu y ist, ergibt sich r zu:
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Die normierten Vektoren er, es und et ergeben sich durch Normierung der Vektoren
r, s und t.
Die geforderte Allgemeingültigkeit des Elementes bleibt erhalten, da die
Informationen der Richtung von ξ und η bei der Bildung des Vektorprodukts verloren
gehen.
8.3 Ansatzfunktionen
Die Ansatzfunktionen ergeben sich für ein 9-Knoten-Schalenelement (Bild 8.3-1)
nach BATHE [5] zu:
( ) ( )( ) 941821521411 NNN11,N −−−η+ξ+=ηξ
( ) ( )( ) 941621521412 NNN11,N −−−η+ξ−=ηξ
( ) ( )( ) 941721621413 NNN11,N −−−η−ξ−=ηξ
( ) ( )( ) 941821721414 NNN11,N −−−η−ξ+=ηξ
( ) ( )( ) 9212215 N11,N −η+ξ−=ηξ (8.3-1)
( ) ( )( ) 9212216 N11,N −η−ξ−=ηξ
( ) ( )( ) 9212217 N11,N −η−ξ−=ηξ
( ) ( )( ) 9212218 N11,N −η−ξ+=ηξ
( ) ( )( )229 11,N η−ξ−=ηξ
Modellierung der Silowand 59
1
η
ξ
3
7
6
9 8
4
2
5
Bild 8.3-1: Degeneriertes Schalenelement im natürlichen Koordinatensystem
Die geometrische Lage eines beliebigen Punktes P innerhalb des Elementes ist
durch seine Koordinaten x, y und z definiert und ergibt sich in Abhängigkeit von der
Schalendicke dk zu :
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(8.3-4)
Dabei beschreibt der vordere Summand die Lage des Punktes P in der Schalen-
mittelfläche und der zweite Summand gibt den Abstand des Punktes von der
Schalenmittelfläche in Richtung der Schalennormalen an.
Die globalen Verschiebungen u, v und w ergeben sich aus der Differenz der Lage
des Punktes P0 vor der Lasteinwirkung und des Punktes P1 nach der
Lasteinwirkung.
( ) ( )∑ ∑ −⋅⋅ζ+⋅=ζηξ 0t1tkkkk eeNd2uN,,u (8.3-5)
( ) ( ) ( )( )∑∑
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( ) ( ) ( )( )∑∑
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(8.3-8)
Bild 8.3-2 stellt die Verdrehung des ursprünglichen Koordinatensystems in
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Abhängigkeit von α und β dar.
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Bild 8.3-2: Differenzvektor der Verschiebungen
Die skalaren Knotenverdrehungen αk und βk lassen sich im Vektor der
Elementknotenverdrehungen ω zusammenfassen.
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Die globalen Verschiebungen eines Punktes ergeben sich damit zu:
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mit:
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und der Verschiebungsinterpolationsmatrix N
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Hier bedeuten
( )iedg sk21ki1 −= und ( )iedg rk21ki2 −= . (8.3-13)
8.4 Lokaler Verzerrungsvektor
Einen ebenen Spannungszustand voraussetzend, ist die lokale Dehnungs-
komponente 'zε  normal zur Schalenfläche nicht von Interesse. Der Vektor der
lokalen Verzerrungen berechnet sich analog zu dem Verzerrungsvektor im
kartesischen Koordinatensystem. Der lokale Verzerrungsvektor kann dabei in die
Anteile für die Membranverzerrung 'mε , die Biegeverzerrung 'bε  und die
Schubverzerrung 'sε  unterteilt werden.
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Mit der Transformationsmatrix Θ
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(8.4-2)
erhält man die Ableitungen der Verschiebungskomponenten u‘, v‘ und z‘ im lokalen
Koordinatensystem durch Transformation der Ableitungen der Verschiebungs-
komponenten u, v, w im globalen Koordinatensystem.
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Die globalen und die lokalen Verzerrungsfreiheitsgrade werden mit der
Transformationsmatrix Tε gekoppelt.
εε ε= T' (8.4-4)
Die Transformationsmatrix Tε beschreibt mit den Richtungskosinus ai, bi und ci
( )ixi ,vea cos= (8.4-5)
( )iyi ,veb cos= (8.4-6)
( )izi ,vec cos= (8.4-7)
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Bild 8.4-1: Koordinatentransformation
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Die gegenseitige Verdrehung der beiden Koordinatensysteme und hat die Form:
( ) ( ) ( )
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Die Verformungs-Verzerrungsbeziehung im lokalen Koordinatensystem ergibt sich
zu:
( ) ∑∑ ⋅=⋅⋅=
kk
kk' k
'
kε uBBT uε (8.4-9)
B‘ ergibt sich damit zu:
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8.5 Materialmatrix
Die Materialmatrix D koppelt die Verzerrungen ε mit den Spannungen σ.
σ = D ε (8.5-1)
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mit: σt = ( σxx σyy σzz σxy σyz σxz ) (8.5-2)
εt = ( εx  εy  εz  γxy  γyz  γxz ) (8.5-3)
Dabei verwendet das degenerierte Schalenelement ähnlich wie bei der
Geometriebeschreibung eine den Schalenbedingungen angepaßte
Materialbeschreibung, die aus dem allgemeinen dreidimensionalen Fall hergeleitet
wird.
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1ED (8.5-4)
Die MINDLINsche Theorie dünner Platten und Schalen fordert einerseits ein
Ausbleiben der Verformung in Dickenrichtung, also εz=0. Andererseits geht MINDLIN
von einer vernachlässigbaren transversalen Normalspannung σzz=0 aus. Es läßt
sich jedoch leicht erkennen, daß bei Verwendung der dreidimensionalen
Materialmatrix (8.5-4) infolge der Membranverzerrungen εx und εy und der Poisson-
Zahl ν unerwünschte Normalspannungen σzz entstehen. Die D-Matrix muß zur
Erfüllung der MINDLINschen Bedingungen also modifiziert werden. Dazu wird die
transversale Normalspannung zu Null gesetzt.
σ33 = D31 εx + D32 εy + D33 εz + D34 γxy + D35 γyz + D36 γxz = 0 (8.5-5)
Aus Gleichung (8.5-5) ergibt sich für εz:
33
y32x31
z D
DD ε+ε−=ε (8.5-6)
Gleichung (8.5-6) eingesetzt in Gleichung (8.5-1) ergibt die zunächst vollbesetzte D-
Matrix, und es folgen daraus die Komponenten der modifizierten D‘-Matrix für die
Schale:
33
j33i
ijij D
DD
D'D −=              i=1...6     j=1,2,4,5,6 (8.5-7)
Wird die Matrix aus Gleichung (8.5-4) gemäß Gleichung (8.5-7) modifiziert, so ergibt
sich die isotrope Materialmatrix der Schale:
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Die Interpolation der Geometrie führt zu einem konstanten Schubwinkel über die
Dicke der Schale und somit zu einem konstanten Verlauf der Schubspannungen. In
der Realität verlaufen die Schubspannungen jedoch annähernd parabolisch über die
Schalendicke (Bild 8.5-1).
γxz σxz σxz
γxz
Bild 8.5-1: Interpolierte und reale Schubspannungen
Dies führt in der Integration der Steifigkeitsmatrix zu einer Überschätzung der
transversalen Schubsteifigkeiten, die deshalb mit dem sogenannten
Schubkorrekturfaktor ks korrigiert werden. Nach BATHE [6] kann der Schubkorrektur-
faktor als Verhältnis einer reduzierten Querschnittsfläche As und der tatsächlichen
Querschnittsfläche A gedeutet werden. Dabei ist As so zu wählen, daß die auf As
wirkende konstante Schubspannung τa = V / As die gleiche Schubverzerrungs-
energie liefert wie die tatsächliche Schubspannung auf der tatsächlichen
Querschnittsfläche A. Für Rechteckquerschnitte wie den Querschnitt einer
einfachen Platte ergibt sich ks = 5/6. Zur Korrektur der Schubenergie in der
GAUßintegration werden die transversalen Schubsteifigkeiten der Materialmatrix D‘55
und D‘66 mit dem Schubkorrekturfaktor multipliziert. Es ergibt sich die korrigierte
Materialmatrix der Schale für einen parabolischen Verlauf der Schubspannungen
über die Querschnittsdicke:
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Es sei an dieser Stelle angemerkt, daß die vorausgegangene Berechnung des
Schubkorrekturfaktors nur für homogenes isotropes Material und Vollquerschnitte
gilt.
8.6 Integration der Steifigkeitsmatrix
8.6.1 Berechnung der Steifigkeitsmatrix
Die Steifigkeitsmatrix K ergibt sich aus dem Integral über die Fläche des
Schalenelements
∫ ∫ ∫∫ ==
ξ η ζ
ζηξ ddddV
V
JBDBBDBK TT (8.6-1)
Die Inverse der JACOBI-Matrix verknüpft die globalen Koordinaten mit den lokalen
Koordinaten
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und ergibt sich zu
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Zur Steigerung der Effizienz wird anstelle der globalen die lokale Verschiebungs-
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Verzerrungsbeziehung verwendet, bei der die lokale B‘-Matrix in die vier
Teilmatrizen 'mB , 
'
bB , 
'
s1B , 
'
s2B  für den Membran-, Biege- und Schubanteil zerlegt
wird.
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Damit läßt sich die Steifigkeitsmatrix K in der folgenden Form zerlegen:
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Die einzelnen Teilmatrizen haben die Form:
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Die Elementsteifigkeit K ergibt sich durch Integration über das Volumen. Für dünne,
schwach gekrümmte Schalen kann die JACOBI-Matrix als konstant über die Höhe
angenommen werden, wenn die Abweichung der geometrischen Lage der
Schwerelinie der Querschnittsfläche von der Schalenmittelfläche vernachlässigbar
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ist.
Für den Übergang vom differentiellen Volumenelement dV zum differentiellen
Flächenelement dA gilt [68]:
dAdt
dzdydxdV
2
1 ζ=
=
(8.6-10)
Die innere Integration über die Schalendicke kann dann vorgezogen werden und
ergibt sich zu:
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Für das linear-elastische Materialgesetz ergeben sich C0-C2 zu
ηξαα= 'D2C0 J (8.6-14)
0C1 = (8.6-15)
ηξαα= 'DC 322 J (8.6-16)
und damit die Elemente der Steifigkeitsmatrix zu
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8.6.2 Sperreffekte
Zur Verhinderung von Schub- und Membransperren wird das Schalenelement
selektiv reduziert integriert. Die Biegeanteile werden mittels der vollständigen
GAUßintegration, mit 3x3 GAUßpunkten, und die Schub- und Membrananteile
reduziert, mit 2x2 GAUßpunkten, integriert. Die reduzierte Integration erfaßt die
Schub- und Membranenergien deutlich besser und eliminiert die Sperreffekte bei
dünnen Schalen vollständig [41]. Dieses Verfahren ist allerdings nur zulässig, wenn
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ein linear-elastisches Materialverhalten vorliegt, da bei nichtlinearem
Materialverhalten die Biege-, Schub- und Membrananteile in einem gemeinsamen
GAUßpunkt modifiziert werden müssen.
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9 Bodenmechanische Elementarversuche
9.1 Überblick
Das mechanische Verhalten der implementierten Elemente läßt sich am
zweckmäßigsten durch die Simulation von Elementarversuchen aus der
Bodenmechanik überprüfen. Dabei überprüft jeder Versuch spezielle Eigenschaften
des Modells. Im Triaxialversuch wird das bodenmechanische Verhalten des
Schüttguts untersucht. Für diese Simulation werden die Ergebnisse weder von dem
Kontaktelement noch von dem Schalenelement beeinflußt.
Neben der Überprüfung der bodenmechanischen Eigenschaften des Modells ist es
für die spätere Modellierung der Silos notwendig, daß die Kontaktelemente
zwischen Silowand und Schüttgut die Reibungsverhältnisse realitätsnah
wiedergeben können. Die Auswertung von simulierten Ödometerversuchen gibt
darüber Aufschluß, ob dieses Verhalten richtig abgebildet werden kann.
Des weiteren ist die Durchführung von Scherversuchen für die Überprüfung des
Stoffgesetzes wichtig, da nur bei diesen Versuchen eine Rotation der
Hauptspannungs- und Dehnungsrichtungen auftritt.
Die Versuche wurden als räumliche Versuche simuliert und lastgesteuert
durchgeführt. Die Randbedingungen ergaben sich aus den zu simulierenden
Versuchen. Die verwendeten Stoffparameter entsprechen denen aus Tabelle 4.1-1.
9.2 Triaxialversuch
Mit Hilfe des triaxialen Kompressionsversuchs wird das bodenmechanische
Verhalten der implementierten Elemente überprüft. Bei diesem Versuch wird die
Querdehnung nicht behindert und die Probe anfangs durch einen hydrostatischen
Druck allseitig vorbelastet. In dem vorliegenden Beispiel wurde ein Triaxialversuch
mit Karlsruher Sand, der mit 100 kN/m² vorbelastet wurde, untersucht [10]. Der
Versuchsaufbau ist in Bild 9.2-1 dargestellt.
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Zellen-
druck
Stempel
Kopfplatte
Zelle
Gummi-
membran
Probe
Schmierung
 .
σ1, ε 1
Bild 9.2-1: Aufbau eines Triaxialversuchs
Die Ergebnisse für die Anfangsporenzahlen e0=0.55 und e0=0.75 wurden mit
Ergebnissen von BRAUN [10] verglichen und zeigten eine sehr gute
Übereinstimmung, sowohl hinsichtlich der Volumendehnung (Bild 9.2-2), als auch im
Hinblick auf das Spannungsverhältnis (Bild 9.2-3).
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
ε1 [%]
-1.00
-0.50
0.00
0.50
1.00
Volumendehnung [%]
Anfangsporenzahl e0
e0 = 0.55
e0 = 0.75
Referenzwert
Bild 9.2-2: Vergleich numerischer Ergebnisse der Volumendehnung beim
Triaxialversuch mit den Ergebnissen von BRAUN [10]
 σ2 = σ3 = konst. 
 ε2 = ε3 = 0.
72 Bodenmechanische Elementarversuche
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
ε1 [%]
0.0
1.0
2.0
3.0
4.0
5.0
σ1/σ2
Anfangsporenzahl e0
e0 = 0.55
e0 = 0.75
Referenzwert
Bild 9.2-3: Vergleich numerischer Ergebnisse des Spannungsverhältnisses beim
Triaxialversuch mit Ergebnissen von BRAUN [10]
9.3 Ödometerversuch
Der Ödometerversuch (Bild 9.3-1), auch K0-Versuch genannt, ist ein
Elementarversuch, der die Spannungszustände in Silos realitätsnah wiedergibt.
Beim Ödometerversuch werden die Querdehnungen vollständig behindert, so daß
sich die Probe am Rand nur in vertikaler Richtung verformen kann.
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Bild 9.3-1: Aufbau eines Ödometerversuchs
In einer Testreihe wurden Ödometerversuche mit verschiedenen Sanden und mit
Kunststoff nachgerechnet und mit Versuchen von HERLE [31] verglichen (siehe Bild
9.3-2).
ε2 = ε3 = 0.
σ1, ε1
ε2 = ε3  0.
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Bild 9.3-2: Vergleich numerischer Ergebnisse des vertikalen Drucks beim
Ödometerversuch mit experimentellen Ergebnissen von HERLE [31]
9.4 Scherversuch
Der Einfachscherversuch (Bild 9.4-1) nach ROSCOE [56] kann mit konstanter
Normalkraft oder mit konstantem Volumen durchgeführt werden. Bei
Scherversuchen mit gleichbleibender Normalkraft wird ein flacher Probekörper auf
seiner ganzen Höhe einer gleichmäßigen Scherverformung γ unterworfen. Das
Volumen des Prüfkörpers ändert sich dabei nicht.
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Bild 9.4-1: Aufbau eines Einfachscherversuchs
σ1 = konst.
σ2 = konst.
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Es wurden Scherversuche an Karlsruher Sand mit verschiedenen Porenzahlen
nachgerechnet. Die Proben wurden dabei mit 100 kN/m² vorbelastet und dann bis
zur maximalen Lastaufnahme verformt. Die Ergebnisse zeigten eine sehr gute
Übereinstimmung mit den Scherversuchen von HÜGEL [33] (siehe Bild 9.4-2).
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Bild 9.4-2: Vergleich numerischer Ergebnisse des Spannungsverhältnisses beim
Scherversuch mit den experimentellen Ergebnissen von HÜGEL [33]
9.5 Zusammenfassung
Die Ergebnisse der einzelnen Simulationen der Elementarversuche zeigen
insgesamt eine sehr gute Übereinstimmung mit den Versuchsergebnissen aus der
Literatur. Sie lassen darauf schließen, daß sowohl das Schüttgutelement als auch
das Kontaktelement das Materialverhalten für statische Lastfälle ausreichend genau
beschreiben kann. Eine Unterscheidung bezüglich der verschiedenen Stoffgesetze
ist nicht erforderlich, da die vorgestellten Materialgesetze dieselbe Erstbelastungs-
kurve beschreiben. Es bleibt noch der Nachweis zu erbringen, daß das numerische
Modell das Antwortverhalten des Bodens unter dynamischen Belastungen plausibel
abbilden kann.
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10 Zyklisches Verhalten des Schüttguts
10.1 Zyklischer Ödometerversuch
Für die Beurteilung des zyklischen Materialverhaltens der zu untersuchenden
Stofformulierungen ist die Simulation von zyklischen Elementarversuchen aus der
Bodenmechanik hilfreich. Aus diesem Grund soll das Materialverhalten der
verschiedenen Ansätze bei ödometrischer Belastung, in einem Triaxialversuch und
in dem „Small Strain“-Test bei zyklischer Belastung untersucht werden.
Bei dem Ödometer- und dem Triaxialversuch wird die Belastung durch drei
Lastzyklen mit zunehmender Amplitude entsprechend Bild 10.1-1 aufgebracht.
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Bild 10.1-1: Belastungs-Zeit-Funktion für den Ödometer- und den Triaxialversuch
In der Literatur existieren keine experimentellen Ergebnisse zyklischer Versuche,
die man mittels der vorgestellten Stoffgesetze simulieren könnte. Deshalb ist es an
dieser Stelle nur möglich, die Auswirkung der Stoffgesetze in qualitativer Hinsicht zu
beurteilen. Aus diesem Grund ist es erforderlich, das zu erwartende
Materialverhalten a priori zu definieren, um die numerischen Ergebnisse später
beurteilen zu können. Das in der Literatur beschriebene Materialverhalten von
Schüttgütern weist bei zyklischer Belastung vor allem eine Zunahme der
Materialsteifigkeit bei einer Wiederbelastung auf. Diese Steifigkeitszunahme führt
bei kleinen Lastamplituden zu einem Materialverhalten, bei dem die aufgebrachte
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Energie dissipiert wird und nahezu kein Zuwachs des Dehnungsinkrements
festzustellen ist.
Die Auswertung der Ergebnisse des zyklischen Ödometerversuchs (Bild 10.1-2)
zeigt, daß der hypoplastische Ansatz nach GUDEHUS nicht dazu geeignet ist, das
zyklische Verhalten zu simulieren. Diese Version akkumuliert deutlich mehr
Dehnung als die um die Geschichtsfunktion modifizierten Varianten und die
intergranulare Dehnung. Der „Sperrklinken-Effekt“, also der Effekt, daß der Verlauf
der Spannungs-Dehnungs-Linie bei der Wiederbelastung identisch mit dem Verlauf
der Erstbelastung ist und so keine Verfestigung während der Belastungsgeschichte
stattfindet, ist deutlich zu erkennen.
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Bild 10.1-2: Spannungs-Dehnungs-Linie mit dem Stoffgesetz von GUDEHUS
Die Ergebnisse der Modifikationen des hypoplastischen Ansatzes mittels der beiden
Geschichtsfunktionen und die intergranulare Dehnung bilden das zyklische
Verhalten realistischer ab. Alle drei Varianten zeigen eine Verfestigung des
Materials bei Wiederbelastung. Sie sind zusätzlich in der Lage, das beschränkte
Erinnerungsvermögen des Materials wiederzugeben. So zeigen alle Ansätze bei
fortgesetzter Wiederbelastung eine qualitative Annäherung der modifizierten
Materialbeschreibung an das Materialverhalten der Grundversion von GUDEHUS. Die
Simulation eines dissipativen Verhaltens bei zyklischer Belastung (mit
ödometrischen Randbedingungen) ist mit allen drei Ansätzen möglich (Bild 10.1-3).
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Bild 10.1-3: Spannungs-Dehnungs-Linie der mittels Geschichtsfunktionen
modifizierten Ansätze
10.2 Zyklischer Triaxialversuch
Neben der Version von GUDEHUS zeigt auch die um die Geschichtsfunktion von
BAUER erweiterte Version deutliche Schwächen bei der Simulation des
Triaxialversuches. Beide Varianten zeigen den „Sperrklinken-Effekt“. Das
Verzweigungskriterium von BAUER, die Verformungsarbeit, ist ein unzureichendes
Kriterium, da es nur aktiviert wird, wenn die Spannungsdifferenz relativ groß ist (Bild
10.2-1). Beide Formulierungen beschreiben ein identisches Materialverhalten.
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Bild 10.2-1: Spannungs-Dehnungs-Linie bei triaxialer Belastung; klassische
Hypoplastizität nach GUDEHUS und Modifikation nach BAUER
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Der Energieansatz nach CHEN und MIZUNO als Verzweigungskriterium ist dagegen
ein sehr viel geeigneterer Ansatz und ist in der Lage, die Belastungswechsel zu
erkennen (Bild 10.2-2). Das Materialgesetz bildet die Hystereseschleifen ab und
zeigt bei zunehmender Belastung eine asymptopische Annäherung des
Materialverhaltens an den Ansatz der Grundversion von GUDEHUS.
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Bild 10.2-2: Spannungs-Dehnungs-Linie bei triaxialer Belastung; Modifikation mit
dem Energiekriterium nach CHEN und MIZUNO
Der Ansatz der intergranularen Dehnung ist ebenfalls in der Lage, zyklische
Belastungen und das dissipative Materialverhalten zu simulieren (Bild 10.2-3). Zum
Unterschied zur Formulierung nach CHEN und MIZUNO ergibt sich jedoch eine
geringere Dissipationsenergie.
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Bild 10.2-3: Spannungs-Dehnungs-Linie bei triaxialer Belastung bei der
intergranularen Dehnung
10.3 „Small-Strain“-Test
Die Motivation zur Simulierung des „Small-Strain“-Tests ist die Überprüfung des
Materialverhaltens bei kleinen Belastungszyklen. Der Versuchsaufbau entspricht
dabei dem des Ödometerversuchs. Der Test wird mit zwei verschiedenen
Belastungs-Zeit-Funktionen (Bild 10.3-1), mit kleinen Lastamplituden, durchgeführt.
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Bild 10.3-1: Belastungs-Zeit-Funktionen des „Small-Strain“-Tests
Der nicht modifizierte Ansatz zeigt das bekannte Materialverhalten. Die Ergebnisse
der um die Geschichtsfunktionen erweiterten Hypoplastizität sind nahezu identisch.
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Bei beiden Varianten ist der Einfluß der Übergangsfunktion zu erkennen. Die
Schnittpunkte der Hystereseschleifen verlagern sich mit jeder Wiederbelastung in
den Bereich höherer Druckspannungen (Bild 10.3-2).
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Bild 10.3-2: Spannungs-Dehnungs-Linie des „Small-Strain“-Tests; Modifikationen
mit den Geschichtsfunktionen
Die um die Geschichtsfunktionen erweiterten Ansätze der Hypoplastizität
akkumulieren bei dem „Small-Strain“-Test deutlich mehr Dehnungen als die
intergranulare Dehnung, die nur eine sehr geringe Akkumulation von Dehnungen
aufweist (Bild 10.3-3).
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Bild 10.3-3: Spannungs-Dehnungs-Linie des „Small-Strain“-Tests mit der
intergranularen Dehnung
Die Geschichtsfunktionen sind nicht in der Lage, ein näherungsweise elastisches
Verhalten bei kleinen Lastamplituden zu simulieren. Die Geschichtsfunktionen
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verhalten sich erst bei fortschreitender Belastung durch die Übergangsfunktion
elastischer, während die intergranulare Dehnung sich geringer dissipitativ verhält.
Der Test mit den abgeminderten Amplituden der Lastwechsel zeigt diesen Effekt
sehr viel deutlicher (Bild 10.3-4).
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Bild 10.3-4: „Small-Strain“-Test mit verkleinerten Amplituden
10.4 Zusammenfassung
Der quantitative Vergleich experimenteller Ergebnisse mit Ergebnissen aus
numerischen Berechnungen ist mit den vorgestellten Stoffgesetzen nicht möglich,
da es in der Literatur keine ausreichend dokumentierten Vergleichsbeispiele gibt.
Aufgrund dessen konnten die numerischen Ergebnisse nur qualitativ beurteilt
werden.
Die Simulationen der zyklischen Elementarversuche zeigen deutlich, daß die
Grundversion der Hypoplastizität nach GUDEHUS nicht geeignet ist, das Verhalten
unter zyklischer Belastung abzubilden. Gleiches gilt für die um die
Geschichtsfunktion von BAUER erweiterte Version, sobald die Randbedingungen
nicht denen des Ödometerversuchs entsprechen.
Deutlich bessere Ergebnisse zeigt die Version der Hypoplastizität, die mit der
Geschichtsfunktion in Abhängigkeit des Energiekriteriums modifiziert wurde. Diese
Version ist in der Lage, das Materialverhalten bei allen untersuchten Rand-
bedingungen ausreichend genau wiederzugeben. Lediglich beim „Small-Strain“-Test
weist es Defizite auf. Die geeignetste Formulierung zur Simulation des zyklischen
Materialverhaltens von Schüttgütern ist der Ansatz der intergranluaren Dehnung,
der das Materialverhalten sowohl bei kleinen als auch bei großen Lastamplituden
beschreiben kann.
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Eine Zusammenfassung der Einsatzbereiche der untersuchten Stoffgesetze ist
Tabelle 10.4-1 zu entnehmen.
Hypoplastizität Geschichtsfunktion
(Verformungsarbeit)
Geschichtsfunktion
(Energiekriterium)
Intergranulare
Dehnung
stat. Versuche ja ja ja ja
dyn. Ödometerversuch nein ja ja ja
dyn. Triaxialversuch nein nein ja ja
“Small-Strain”-Test nein nein nein ja
“Small-Strain”-Test
(kl. Lastamplituden)
nein nein nein ja
Tabelle 10.4-1: Zusammenfassung der Einsatzbereiche der untersuchten
Stoffgesetze
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11 Statischer Silodruck
Die statischen und zyklischen Elementarversuche zeigen, daß das entwickelte
Finite-Elemente-Modell das granulare Materialverhalten abbilden kann. Darüber
hinaus soll das Modell auch das Bauwerksverhalten von Schüttgutsilos simulieren.
Silotragwerke tragen einen Großteil des Eigengewichts des Schüttguts über die
Wandreibung ab. Dies führt zu der spezifischen Verteilung des horizontalen Drucks
bei Schüttgutsilos. Zur Verifizierung des numerischen Modells wurden verschiedene
Versuche von Silos unter statischer Belastung mit dem entwickelten Modell
simuliert. Die numerischen und experimentellen Ergebnisse wurden darüber hinaus
mit dem theoretischen Horizontaldruck nach JANSSEN (Abschnitt 2.1) verglichen.
Dabei wurden verschiedene Verhältnisse der Höhe h zu dem Durchmesser d
untersucht.
Sämtliche Materialformulierungen wurden untersucht. Es zeigte sich, daß der
beschriebene Verlauf bei allen Materialgesetzen näherungweise identisch ist. Dies
ist damit zu begründen, daß das zeitabhängige Verhalten erst bei zyklischer
Belastung aktiviert wird.
11.1 Simulation des statischen Fülldrucks
Es gibt zwei Methoden, den statischen Fülldruck numerisch zu simulieren. Man
unterscheidet dabei, ob das Eigengewicht des Schüttguts lagenweise oder
inkrementell aufgebracht wird. Das Aufbringen des Eigengewichts erfolgt jeweils in n
Lastschritten.
Beim lagenweisen Aufbringen des Eigengewichts wird in jedem Lastschritt jeweils
eine von n Schichten zusätzlich belastet. Die belasteten Elementschichten werden
durch das nichtlineare Materialverhalten beschrieben. Für die darüberliegenden,
noch unbelasteten Elementschichten wird ein Materialgesetz verwendet, das den
vertikalen und horizontalen Verschiebungen keinen Widerstand entgegenbringt. Die
Alternative dazu ist, das Schüttgut-Eigengewicht des vollständig gefüllten Silos in n
Schritten aufzubringen. Dabei erhöht sich in jedem Lastschritt das Eigengewicht um
den Faktor γ/n (Bild 11.1-1). Untersuchungen von ROMBACH [55] haben gezeigt, daß
beide Verfahren für flachgegründete Silos zu nahezu identischen
Druckverhältnissen führen. Der numerische Aufwand ist bei der ersten Methode
deutlich höher. Bei den folgenden Beispielen wurde das Eigengewicht in vier bis
zehn Lastschritten aufgebracht.
84 Statischer Silodruck
t1 t2 tn
Füllgewicht γ
Füllgewicht γ/n
lagenweise
inkrementell
Bild 11.1-1: Numerische Füllmethoden
Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit zeigten, daß es bei gedrungenen Silos
(h/d < 1.0) zu unterschiedlichen Druckverteilungen, vor allem im oberen Bereich des
Silos, kommen kann. Das lagenweise Einbringen des Schüttguts liefert dabei, im
Vergleich mit den theoretischen Ergebnissen nach JANSSEN und den eigenen
Ergebnissen aus den Versuchen, deutliche bessere Ergebnisse als der
inkrementelle Füllvorgang.
11.2 Versuch von SCHÜTZ
SCHÜTZ [64] führte an einem Stahlsilo mit einer Höhe von 6.0 m und einem
Durchmesser von 0.69 m (siehe Tabelle 11.2-1) Entleerungsversuche mit
verschiedenen Schüttgütern durch. Der statische Fülldruck mit Sand wurde simuliert
und mit den Versuchsergebnissen verglichen. Zum Vergleich wird der
Horizontaldruck, ermittelt mit der Theorie nach JANSSEN, in Bild 11.2-1 eingetragen.
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Höhe [m] 6.00
Durchmesser [m] 0.69
Wandreibungsbeiwert µ [− ] 0.60
Füllmaterial Karlsruher Sand
Porenzahl e [-] 0.72
Rohdichte [t] 1.50
Tabelle 11.2-1: Parameter des Versuchssilos von SCHÜTZ
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Bild 11.2-1: Vergleich der numerischen Ergebnisse mit Versuchsergebnissen von
SCHÜTZ
Die gemessene Druckverteilung war im oberen Bereich des Silos über die Höhe
veränderlich und im unteren Bereich näherungsweise konstant. Diese Verteilung
beschreibt auch das numerische Modell. Der Vergleich der Horizontaldrücke weist
eine seht gute Übereinstimmung zwischen den Ergebnissen aus den Versuchen
und denen der eigenen Berechnung auf.
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11.3 Versuch von STAMOU
Das von STAMOU [67] untersuchte Modell (Tabelle 11.3-1) hat ein Verhältnis h/d von
2.0 und damit eine deutlich gedrungenere Form als das Modell von SCHÜTZ. Es
dient dazu, das numerische Modell an einem gedrungeneren Silo zu überprüfen.
Höhe [m] 2.00
Durchmesser [m] 1.00
Wandreibungsbeiwert µ [− ] 0.60
Füllmaterial Hochstetten-Sand
Porenzahl e [-] 0.62
Rohdichte [t] 1.50
Tabelle 11.3-1: Parameter des Versuchssilos von STAMOU
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Bild 11.3-1: Vergleich der numerischen Ergebnisse mit Versuchsergebnissen von
STAMOU
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Die Ergebnisse (Bild 11.3-1) zeigen eine relativ gute Übereinstimmung. Im oberen
Bereich liegen Experiment, Theorie und die Ergebnisse der numerischen Simulation
sehr nah beieinander. Im unteren Bereich stimmen die numerischen Ergebnisse
sehr gut mit den theoretisch ermittelten Werten überein.
11.4 Zusammenfassung
Der Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den experimentell ermittelten
Ergebnissen bzw. mit den theoretischen Vergleichswerten nach JANSSEN zeigt eine
sehr gute Übereinstimmung. Das entwickelte numerische Modell ist in der Lage, alle
untersuchten Silogeometrien realistisch abzubilden.
Der statische Druck ist für alle Stoffgesetze nahezu identisch. Dies war zu erwarten,
da die Funktionen, die das zeitabhängige Materialverhalten beschreiben, erst nach
einer Lastumkehr aktiviert werden.
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12 Eigene Versuche
Die effektivste Vorgehensweise zur Evaluierung eines numerischen Modells ist der
Vergleich numerischer und experimenteller Ergebnisse. Um eine realitätsnahe
Simulation der Experimente zu garantieren, müssen die in die numerische
Simulation eingehenden Randbedingungen, wie die Modellgeometrie, die
Materialeigenschaften des Schüttguts und der Behälterwand, sowie die Belastung
bekannt sein. Die in der Literatur publizierten Experimente gewährleisten dies nicht.
Somit war die Durchführung eigener dynamischer Versuche erforderlich.
Die aus dem Eigengewicht der Silomodelle und des Schüttguts resultierenden
großen Massen, die im Rahmen der Versuche beschleunigt werden mußten,
verursachten einen hohen experimentellen und logistischen Aufwand. Die Massen
ließen sich nur beschränkt reduzieren, da die Versuche das typische
Bauwerksverhalten granularer Schüttgutsilos wiedergeben sollten. Die endgültigen
Modelle faßten ein Schüttgutvolumen von bis zu 1.5 m³ und wurden mit einer
Diesellokomotive angeregt. Die durchgeführte Versuchsreihe umfaßte fünf
verschiedene Silomodelle aus Stahl, die mit zwei verschiedenen Quarzsänden
gefüllt wurden.
12.1 Modellgeometrie
Die Durchführung der Versuche verfolgte zwei Ziele. Zum einen diente die
Versuchsreihe dazu, das numerische Modell unter vereinfachten und leicht
reproduzierbaren Randbedingungen zu testen, und zum anderen, es an
charakteristischen Silogeometrien zu überprüfen.
Im ersten Schritt sollte der dreidimensionale Dehnungszustand auf einen
zweidimensionalen Dehnungszustand reduziert werden, um das numerische Modell
unter vereinfachten Randbedingungen zu überprüfen. Der zweidimensionale
Dehnungszustand wurde mittels eines rechteckigen Behälters simuliert. Das
Seitenverhältnis l/b wurde dabei so groß gewählt, daß näherungsweise ein
zweidimensionaler Dehnungszustand erzeugt wurde. Um zusätzlich ein
gegenseitiges Beeinflussen der Seitenwände zu verhindern, wurde der Kraftfluß von
der Front- bzw. der Rückwand zu den Seitenwänden unterbrochen, indem die
Wände freistehend montiert wurden (Bild 12.1-1). Numerische Voruntersuchungen
zeigten, daß bei einem Seitenverhältnis von l/b ≈ 4 ein näherungsweise
zweidimensionaler Dehnungszustand entsteht. Das untersuchte Modellsilo (Silo R)
hatte eine Seitenlänge von l = 2000 mm, eine Breite von b = 500 mm und eine
Füllhöhe von hf =1500 mm.
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Bild 12.1-1: Modellsilo R, h/l/b=1600/2000/500 [mm], Ansicht und Grundriß
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Das dynamische Verhalten schüttgutgefüllter Silos wurde außerdem an runden Silos
untersucht. Bei den Modellsilos wurde das Verhältnis der Höhe zum Durchmesser
variiert. Diese Variation ermöglichte es, den Einfluß verschiedener typischer
Siloeigenschaften zu untersuchen und gleichzeitig die Grenzen des numerischen
Modells aufzuzeigen. Die Siloabmessungen wurden unter dem Gesichtspunkt der
speziellen Verteilung des statischen horizontalen Drucks ausgewählt.
Bei niedrigen Schüttgutsilos mit einem Verhältnis h/d < 2.0 wird nur ein geringer
Anteil des horizontalen Drucks über die Wandreibung abgetragen. Der Druck nimmt
über die Höhe zu. Das niedrigste Modell (Silo RBN) in der Versuchsreihe hatte eine
Wandhöhe h von 600 mm und eine Füllhöhe hf von 500 mm. Der Durchmesser d
betrug 1000 mm (Bild 12.1-2). Das Modell diente zur Überprüfung des
Schüttgutverhaltens in flachen Silos.
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Bild 12.1-2: Modellsilo RBN, h/d=600/1000 [mm], Ansicht und Grundriß
Das dritte untersuchte Silomodell (Silo RBM) war ebenfalls ein niedriges Silo mit
einem Durchmesser von 1000 mm. Die Füllhöhe betrug 1000 mm (Bild 12.1-3). Das
Modell hatte damit ein Verhältnis hf/d ≈ 1.0.
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Bild 12.1-3: Modellsilo RBM, h/d=1100/1000 [mm], Ansicht
Die beiden zuvor beschriebenen Modelle wurden so ausgebildet, daß sie
miteinander gekoppelt werden konnten und so ein viertes Silomodell (Silo RBH) mit
einer Wandhöhe von 1700 mm (Bild 12.1-4) und einer Füllhöhe von 1500 mm
untersucht werden konnte.
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Bild 12.1-4: Kombiniertes Silo RBH, h/d=1700/1000 [mm], Ansicht
Ein großer Teil des Eigengewichts des Schüttguts wird bei Schüttgutsilos über die
Wandreibung und damit direkt über die Silowand abgetragen. Dabei entstehen über
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die Höhe Bereiche mit veränderlichem und Bereiche mit konstantem horizontalen
Druck. Das Silo RDH (Bild 12.1-5 und Bild 12.1-6) mit einer solchen statischen
Druckverteilung und einem Verhältnis h/d von 2600/534 [mm] diente dazu, den
dynamischen Einfluß unter diesen Randbedingungen zu untersuchen.
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Bild 12.1-5: Hohes Silo RDH h/d=2600/534 [mm], Ansicht
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Bild 12.1-6: Hohes Silo RDH, h/d=2600/534 [mm], Grundriß
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Eine Zusammenfassung der Abmessungen der untersuchten Silomodelle findet sich
in der untenstehenden Tabelle 12.1-1.
Silogeometrie
l x b bzw. d [mm]
Höhe
h [mm]
Wanddicke
t [mm]
Füllhöhe
hf [mm]
Silo R 2000 x 500 1600 10 1500
Silo RBN 1000 600 8 500
Silo RBM 1000 1100 8 1000
Silo RBH 1000 1700 8 1500
Silo RDH 534 2600 12,5 2500
Tabelle 12.1-1: Abmessungen der Silomodelle
12.2 Versuchsaufbau
Der Versuchsaufbau bestand aus einer Diesellok, die über eine Kupplung mit einem
Drehgestell verbunden war. Eine auf dem Drehgestell befestigte Stahlplatte diente
als Plattform für die mit Schraubverbindungen befestigten Silomodelle aus Stahl.
Bild 12.2-1: Versuchsaufbau
Die dynamische Anregung erfolgte im Rahmen der Versuche durch ein
Beschleunigen und Abbremsen der Lokomotive und damit des Drehgestells. Die
Beschleunigung des Drehgestells erfolgte bei der abrupten Beschleunigungs-
änderung der Lok schlagartig. Zur Minderung dieses Effekts wurde die Kupplung mit
einem Spiel, entsprechend Bild 12.2-2, ausgebildet, innerhalb dessen sich das
Drehgestell zusätzlich bewegen konnte. Die Seitenwände des Spiels wurden
elastisch ausgebildet, um die Schläge abzudämpfen.
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Während des Versuchs wurde die Beschleunigung am Rahmen des Drehgestells
und der Druckverlauf auf die Silowand in sechs Meßdosen über die Zeit gemessen.
Bild 12.2-2: Kupplung; Ansicht und Aufsicht
12.3 Meßtechnik
12.3.1 Beschleunigungsaufnehmer
Die Beschleunigung, mit der das Drehgestell angeregt wurde, wurde gemessen und
als Beschleunigungsinput für die numerischen Berechnungen verwendet. Der
Beschleunigungsverlauf wurde mit einem Triaxial-Beschleunigungsaufnehmer der
Firma Ziegler aufgenommen, der am Fahrgestell angebracht wurde. Die
übermittelten Signale wurden mit einem Meßverstärker des Typs Spider 8 von HBM
aufgezeichnet und mit der Meßsoftware CATMAN® verarbeitet (Bild 12.3-1).
Bild 12.3-1: Meßeinrichtung
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12.3.2 Druckmeßdosen
Zu Beginn der Versuchsreihe wurden verschiedene Varianten zur Druckmessung
untersucht. Neben klassischen Meßaufnehmern, wie z. B. Kraftaufnehmern und
Wägezellen, wurden auch die Einsatzmöglichkeiten von Druckmeßfolien untersucht
(Bild 12.3-2). Aufgrund des geringen Lastniveaus stellten sich diese Folien aber als
ungeeignet heraus. Darüber hinaus verfälschte der Einfluß der dynamischen
Eigenschwingungen der Meßaufnehmer bei einigen der klassischen
Kraftaufnehmern, z. B. Wägezellen, die Ergebnisse erheblich (wie sich im Rahmen
von Vorversuchen herausstellte). Vorversuche zeigten, daß die effektivsten
Meßaufnehmer in der speziellen Situation Kraftaufnehmer waren
Bild 12.3-2: Anordnung der Meßfolien am Vorversuchskörper
Bei der gewählten Druckmeßdose (Bild 12.3-3 und Bild 12.3-4) erfolgte die
Einleitung des Schüttgutdrucks an der Silowand über einen Stahlstempel,
Durchmesser 50 mm, der den flächigen Druck punktuell in den Kraftaufnehmer
übertrug. Als Kraftaufnehmer wurden U2B/500N der Firma HBM verwendet.
Die entwickelte Meßvorrichtung bestand aus zwei Aluminiumplatten, von denen eine
an dem Modell befestigt wurde. Die zweite Platte, an der der Kraftaufnehmer
befestigt war, wurde mit Gewindestäben auf der ersten Platte fixiert.
WandKlebestreifen Druckmeßfolien
DruckmeßdoseSchüttgut
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Platte
100x100x10mm
Meszdose
UB 40
Platte
180x100x15mm
Platte
100x100x10mm
Meßdose 
HBM U2B/500 N
Gewinde-
stange d=10mm
M10
[mm]
Bild 12.3-3: Meßdose
Bild 12.3-4: Druckmeßvorrichtung, Ansicht außen und innen
Die Beeinflussung der Meßergebnisse durch die Meßdose wurde anhand von
Vorversuchen überprüft. Im Rahmen dieser Vorversuche wurden verschiedene
Meßdosen zunächst an der Stirnseite eines Plastikrohrs befestigt. Das leere und
das mit Schüttgut gefüllte Rohr konnten bewegt werden und so das dynamische
Verhalten untersucht werden.
In einem zweiten Schritt wurden die Meßdosen an einem quadratischen Modell aus
Holz untersucht. Das auf der Grundplatte der Silomodelle befestigte Modell wurde
so der tatsächlichen späteren Beschleunigung der Diesellokomotive ausgesetzt.
Das Modell wurde ebenfalls sowohl leer als auch gefüllt untersucht. Die Versuche
zeigten, daß die Beeinflussung der Meßergebnisse durch die gewählte Meßdose
vernachlässigbar gering ist. Diese Erkenntnisse wurde anhand von Leerfahrten mit
den endgültigen Modellen verifiziert.
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12.3.3 Wegaufnehmer
Die horizontale Verschiebung der Frontplatte des rechteckigen Modells wurde mit
einem Wegaufnehmer gemessen. Der Wegaufnehmer wurde an einem Kragarm
befestigt, der in Fahrtrichtung durch eine Stahlstange ausgesteift wurde und
senkrecht zur Fahrtrichtung mit Stahlseilen abgespannt wurde. Auf Grund der zu
erwartenden geringen Verformung der sehr steifen runden Silomodelle wurde bei
ihnen auf die Messung der Verschiebung verzichtet.
12.4 Anbringen der Druckmeßdosen
Die Erfahrung aus den Vorversuchen zeigte, daß das Schüttgutverhalten und damit
der resultierende Druck an den beiden gegenüberliegenden Seiten in
Beschleunigungsrichtung stark variiert. Aus diesem Grund wurden die
Meßvorrichtungen nicht nur über die Höhe verteilt, sondern auch an beiden
gegenüber liegenden Seiten angeordnet.
Die Verteilung der Meßdosen über die Höhe sollte gewährleisten, daß möglichst
sämtliche über die Höhe vorhandenen Einflüsse erfaßt werden konnten (Bild
12.4-1).
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Bild 12.4-1: Verteilung der Druckmeßdosen über die Höhe
Die grau unterlegten Meßdosen beschreiben die Lage der zusätzlichen Meßdosen
für die Modelle mit einer Füllhöhe von 1000 bzw. 1500 mm. Die Anordnung der
Meßdosen für eine Füllhöhe von 2500 mm ist Bild 12.4-2 zu entnehmen.
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Bild 12.4-2: Anordnung der Meßdosen bei einer Füllhöhe von 2500 mm
12.5 Versuchsdurchführung
Das Schüttgut in den Silos verdichtete sich bei jeder Versuchsdurchführung. Um
den Einfluß der dynamischen Verdichtung infolge des vorangegangenen Versuchs
auszuschließen, mußten die Modelle nach jeder Versuchsdurchführung entleert und
neu gefüllt werden. Das Füllen der Modelle erfolgte mittels Betonkübeln. Dabei
mußte darauf geachtet werden, daß das Schüttgut möglichst gleichmäßig
eingebracht und durch sein Eigengewicht gleichmäßig verdichtet wurde.
Zur Entleerung des Schüttgutsilos wurde die gesamte Konstruktion inklusive
Grundplatte mit einer Hebevorrichtung angehoben (Bild 12.5-1). Die Entleerung
erfolgte über einen Schieber in der Grundplatte (Bild 12.5-2).
[mm]
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Bild 12.5-1: Heben der gesamten Konstruktion zum Entleeren
Bild 12.5-2: Entleerung
12.6 Zusammenfassung
Die experimentelle Untersuchung des dynamischen Verhaltens von Schüttgutsilos
erfolgte anhand von Modellen, die durch eine Diesellokomotive angeregt wurden.
Die Modelle waren dabei mit Schraubverbindungen auf einer Stahlplatte befestigt,
die wiederum auf einem Drehgestell befestigt war. Die dynamische Anregung
erfolgte durch Beschleunigen und Abbremsen der Lokomotive. Während des
Versuchs wurden die Beschleunigung und der Druck auf die Silowandung über die
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Zeit in sechs Meßpunkten gemessen.
In der Versuchsreihe wurden fünf Modelle mit verschiedenen Verhältnissen der
Höhe h zum Durchmesser d untersucht, die mit zwei verschiedenen Schüttgütern
gefüllt waren. Für die Durchführung der Versuche wurde eine Meßvorrichtung für
den Druck entwickelt.
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13 Auswertung der Versuche
13.1 Vorbemerkungen
13.1.1 Vorbemerkung zur Druckmessung
Im Rahmen der Versuchsreihe wurden mit jeder Silogeometrie und jedem Schüttgut
mehrere Versuche durchgeführt. Gemessen wurde dabei zum einen der
Beschleunigungsverlauf und zum anderen der Verlauf des gemessenen Drucks
über die Zeit in den vier bzw. sechs Meßpunkten. Der gemessene Beschleu-
nigungsverlauf wurde später als Einwirkung für die dynamische Berechnung
benutzt.
Bei der Versuchsdurchführung wurden die Meßstellen bei Erreichen des statischen
Füllzustands tariert. Während der Versuchsdurchführung wurde allein der
zusätzliche dynamische Druck gemessen. Als Druck wird im folgenden die
Belastung in Richtung der Silowand bezeichnet. Die in die entgegengesetzte
Richtung wirkende Belastung wird als Entlastung bezeichnet. Die Numerierung der
Meßdosen entspricht Bild 13.1-1. Die Bezeichnungen „vorne“ bzw. „hinten“
beziehen sich auf die Fahrtrichtung. Die Meßdosen vorne sind die Meßdosen 0
bis 2, entsprechend sind die Meßdosen 3 bis 5 die Meßdosen hinten.
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Bild 13.1-1: Numerierung der Meßdosen
Für die weitere Auswertung ist der gemessene maximale Druck von besonderem
Interesse, da er maßgeblich in die Bemessung von Schüttgutsilos eingeht. Bei der
Auswertung des Verlaufs des Drucks über die Zeit ist lediglich der qualitative Verlauf
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für die spätere numerische Untersuchung von Bedeutung. Aufgrund der Komplexität
der granularen Schüttgüter wäre eine qualitative und quantitaive Übereinstimmung
der numerischen und experimentellen Verläufe rein zufällig.
Frühere experimentelle Untersuchungen der horizontalen Verteilung des statischen
Drucks haben gezeigt, daß die Horizontallasten ungleichmäßig über den Siloumfang
verteilt sein können. Die Meßergebnisse können mit einer Bandbreite von 40%
schwanken [43]. Erklären lassen sich diese Unterschiede zum einen mit dem
zufallsbehafteten Füllvorgang, der sowohl im Versuch als auch in der Realität
zwangsläufig zu Inhomogenitäten führt. Das unsymmetrische Einfüllen bedingt
unterschiedliche Füllhöhen, aus denen wiederum unsymmetrische Setzungen
resultieren. Zum anderen hat die verwendete Meßtechnik über Größe und
Anordnung der Druckaufnehmer einen erheblichen Einfluß auf die Meßergebnisse.
Ein expliziter Vergleich der Horizontaldrücke in verschiedenen, über den Umfang
verteilten Meßdosen kann daher nur zu zufälligen Übereinstimmungen führen
(vgl. [15]).
13.1.2 Vorbemerkung zum Antragen des Drucks
Bei den Auswertungen der Ergebnisse werden sowohl die experimentell ermittelten,
als auch die berechneten Werte als Quotient aus dem dynamischen und dem
jeweiligen (gemessenen bzw. numerisch ermittelten) statischen Druck angegeben.
Ist der Quotient positiv, entspricht dies einem Druckzuwachs infolge der
dynamischen Belastungen. Ein negativer Quotient entspricht einer Entlastung. Bei
einem Quotient von –1.0 löst sich das Schüttgut von der Silowand.
Die Bezeichnung „dynamischer Horizontaldruck“ besagt, daß lediglich der
dynamische Anteil untersucht wird. Negative Werte entsprechen einer Erhöhung
des Drucks auf die Silowand infolge der dynamischen Belastung; ein positiver Wert
entspricht einer Entlastung. Das Schüttgut löst sich von der Silowand, wenn der
Betrag des dynamischen Drucks gleich dem statischen Druck ist und der
dynamische Druck ein positives Vorzeichen besitzt.
13.1.3 Kennung der Versuche
In den folgenden Kapiteln werden die numerischen und experimentellen Ergebnisse
dargestellt. Jeder Versuch bekommt dabei eine eigene Kennung, die aus der
Abkürzung für das untersuchte Silomodell, der Nummer des Versuchs und einer
Klassifizierung des Schüttguts besteht, z.B. RBM3-grob. Die Bezeichnung der
verschiedenen Silogeometrien sind Tabelle 12.1-1 zu entnehmen. Bei den
Quarzsanden wird zwischen grober und feiner Körnung unterschieden.
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13.2 Beschleunigungsverlauf
Die maximalen Beschleunigungen amax der gemessenen Beschleunigungsverläufe
liegen in einem Bereich zwischen 4.0 und 5.0 m/s². Der Beschleunigungsverlauf
verdeutlicht den Ablauf des Versuchs. Die Lokomotive wird zu Beginn langsam
beschleunigt. Das abrupte Abbremsen der Lok führt dazu, daß das Drehgestell in
dem Spiel gegen die vordere und hintere Begrenzung schlägt, bis es zum Stehen
kommt. Die geringen Schwankungen im Beschleunigungsverlauf zu Beginn der
Messung sind zum einen mit Unebenheiten der Schienen und zum anderen durch
Schwingungen der Diesellokomotive zu begründen. In Bild 13.2-1 ist beispielhaft der
Verlauf des Versuchs R9-grob zu sehen.
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Bild 13.2-1: Beschleunigungsverlauf R9-grob
Zur Evaluierung der Kompatibilität der gemessenen Beschleunigungsverläufe mit
der deutschen bzw. europäischen Norm wurden die Spektren der gemessenen
Zeitverläufe mit dem Programm SPECTR [46] ermittelt. In Bild 13.2-2 sind das
Spektrum des Versuchs R9-grob, entsprechend dem Beschleunigungsverlauf aus
Bild 13.2-1, und das Bemessungsspektrum nach DIN 4149 [19] dargestellt.
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Bild 13.2-2: Spektrum des gemessenen Beschleunigungsverlaufs R9-grob
Die Spektren zeigen, daß alle für das Bauwesen relevanten Frequenzen angeregt
werden und so praxisrelevante Randbedingungen für die weitere Untersuchung
gegeben sind. Mit einem maximalen Spektralwert Sa > 1.0 liegen die Spektren
deutlich über dem Bemessungsspektrum nach DIN 4149.
13.3 Auswertung des gemessenen Drucks
Bei der Auswertung der Versuchsreihen sind zwei Kriterien von besonderem
Interesse:
• der Verlauf des Drucks während der Belastung in den einzelnen Meßdosen
• die Verteilung des maximal auftretenden Drucks über die Silohöhe.
Diese beiden Aspekte bilden den Schwerpunkt der folgenden Untersuchungen.
13.3.1 Verlauf des Drucks während der Belastung
Die Auswertung der gemessenen Druckverläufe weist deutliche Charakteristika auf,
die im folgenden aufgezeigt werden. Das numerische Modell sollte in der Lage sein,
diese Charakteristika wiederzugeben.
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Deutlichstes Merkmal der Versuche ist, daß der Verlauf des Druckes über die Zeit in
den übereinander angeordneten Meßdosen 0 bis 2 bzw. den Meßdosen 3 bis 5 affin
zueinander verläuft. Das bedeutet, daß die maximalen und minimalen Drücke von
ihrem Betrag her variieren, aber zu denselben Zeitpunkten auftreten. Dieses
Verhalten ist unabhängig von der Silogeometrie. Der Einfluß der verschiedenen
Quarzsände ist vernachlässigbar.
Bild 13.3-1 und Bild 13.3-2 zeigen den Druckverlauf in den Meßdosen 0 bis 2 und in
den gegenüberliegenden Meßdosen 3 bis 5 des Versuchs RBH2-grob
(Beschleunigungsverlauf s. Bild 21.2-5). Die Verläufe des Drucks in den drei
übereinander angeordneten Meßdosen zeigen ein äquivalentes Verhalten auf. Die
Maxima und Minima der drei übereinander liegenden Meßdosen treten gleichzeitig
auf und variieren lediglich in ihrem Betrag.
Der Vergleich der gegenüberliegenden Meßdosenn zeigt, daß der dynamische
Druckzuwachs in den in Fahrrichtung hinten angeordneten Meßdosen 3 bis 5
größer ist, als in den Meßdosen 0 bis 2. Zu begründen ist dies mit der Trägheit der
Masse.
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Bild 13.3-1: Verlauf der Drücke in den Meßdosen 0 bis 2, RBH2-grob
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Bild 13.3-2: Verlauf der Drücke in den Meßdosen 3 bis 5, RBH2-grob
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Zum Zeitpunkt t=12,22 Sek. treten in den Meßdosen 3 bis 5 die größten
dynamischen Drücke auf. Zum selben Zeitpunkt erreichen die Drücke in den
gegenüberliegenden Meßdosen ihr Minimum. Die Meßergebnisse belegen, daß die
komplette Masse angeregt wird.
Durch einen expliziten Vergleich der gegenüberliegenden Meßdosen wird
verdeutlicht, daß sich der Druck in den beiden Meßdosen vollkommen konträr
verhält. Die Maxima der einen Meßreihe treten gleichzeitig mit entgegengesetztem
Vorzeichen und anderem Betrag in der gegenüberliegenden Meßdose auf. Dies
bestätigt Bild 13.3-3, das den Verlauf in den Meßdosen 1 und 4 des Versuchs
RBM3-fein zeigt.
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Bild 13.3-3: Vergleich der Meßreihen in den Meßdosen 1 und 4, RBM3-fein
Dieser Effekt wird durch eine Vergrößerung des Bereichs zwischen 8.0 und 15.0
Sekunden deutlicher: die Quotienten aus dynamischer und statischer Belastung in
den beiden Meßdosen verlaufen entgegengesetzt (Bild 13.3-4).
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Bild 13.3-4: Vergrößerung des Meßbereichs von 8.0 bis 15.0 Sekunden
Dieses Verhalten ist - unabhängig von der Silogeometrie - charakteristisch für
dynamisch erregte Schüttgutsilos. Die Ergebnisse der Versuchsreihen mit dem
gedrungenen Silomodell RBN bestätigen dieses Strukturverhalten. Der Verlauf in
Meßdose 2 entspricht dem gespiegelten Verlauf in der gegenüberliegenden
Meßdose 5.
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Bild 13.3-5: Vergleich der Meßreihen in den Meßdosen 2 und 5, RBN4-grob
Bild 13.3-5 zeigt den Verlauf in den unteren Meßdosen 2 und 5 des Versuchs
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RBN4-grob. Der Verlauf in den übereinander angeordneten Meßdosen ist
äquivalent.
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Bild 13.3-6: Verlauf der Drücke in den Meßdosen 0 und 2, RBN4-grob
Der Verlauf des Drucks zeigt neben den beschriebenen Druckschwankungen
während der dynamischen Erregung eine Erhöhung des Ruhedrucks am Ende der
dynamischen Erregung infolge der Verdichtung des Schüttguts. Zur Verdeutlichung
wurde in Bild 13.3-6 bei Dose 2 zusätzlich das Null-Lastniveau eingetragen.
Der Grad der Verdichtung und der daraus resultierende Druck in den Meßdosen ist
dabei abhängig von der untersuchten Silogeomtrie. Bei dem niedrigen Modell RBN
ist die Zunahme des Drucks infolge der Verdichtung gering. Der Druck in den
oberen Meßdosen 0 und 2 bleibt unverändert bzw. verringert sich teilweise. Diese
Abnahme ist durch ein Auflockern des Schüttguts infolge der dynamischen
Erregung und der geringen Auflast infolge Eigengewicht in den oberen Schichten
des Schüttguts zu erklären (Bild 13.3-6).
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Dieses Verhalten ist auch bei den oberen Meßdosen des schlankeren Silos RBH2-
grob, Dose 0, zu beobachten. Mit zunehmender Höhe des Silos vergrößern sich
auch die Druckzuwächse infolge der Verdichtung. Die in Bild 13.3-2 dargestellten
Ergebnisse zeigen, daß der aus der Verdichtung des Schüttguts resultierende Druck
über die Höhe zunimmt. Die Zunahme des Ruhedrucks besteht dabei aus zwei
Anteilen. Zum einen führen die gleichmäßigen, in beide Richtungen orientierten,
niedrigen Frequenzen zu einer Verdichtung der Gesamtstruktur, zum anderen
verursachen die vereinzelt auftretenden, in einer Richtung orientierten Peaks
höhere verbleibende Ruhedrücke an der Wand entgegen der Fahrtrichtung.
13.3.2 Verteilung des maximalen Drucks über die Silohöhe
Die Verteilung des maximalen Drucks über die Höhe kann für schlanke Silos
näherungsweise durch eine konstante Druckverteilung approximiert werden (Bild
13.3-7, links). In der Abbildung sind die Meßwerte durch Quadrate gekennzeichnet,
die linear miteinander verbunden sind. Bei gedrungen Silos ändert sich die
Verteilung des maximalen Drucks: er ist in der oberen Meßdose deutlich geringer
als in der unteren (Bild 13.3-8). Zu einer solchen Abnahme im oberen Bereich kann
es auch im oberen Bereich bei schlanken Silogeometrien (Bild 13.3-7, rechts)
kommen.
0.00
0.25
0.50
0.75
1.00
1.25
1.50
-0.7-0.6-0.5-0.4-0.3-0.2-0.10.0
dyn. Horizontaldruck [kN/m²]
hinten
H
öh
e 
ab
 S
ilo
bo
de
n 
[m
]
0.00
0.25
0.50
0.75
1.00
1.25
1.50
-0.7-0.6-0.5-0.4-0.3-0.2-0.10.0
dyn. Horizontaldruck [kN/m²]
vorne
H
öh
e 
ab
 S
ilo
bo
de
n 
[m
]
Bild 13.3-7: Maximaler dynamischer Horizontaldruck, Versuch R11-grob
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Bild 13.3-8: Maximaler dynamischer Horizontaldruck, Versuch RBN4-grob
Der maximale dynamische Druck an der in Fahrrichtung vorne liegenden Wand
(Meßdosen 0 bis 2) ist geringer als an der gegenüberliegenden Wand.
13.4 Zusammenfassung
Die maximale Beschleunigung amax der gemessenen Beschleunigungszeitverläufe
liegt bei den durchgeführten Versuchen in einem Bereich von 4,0 bis 5,0 m/s². Die
ermittelten Spektren zeigen, daß alle für die Baudynamik relevanten Frequenzen
angeregt werden. Der maximale Spektralwert der Versuche liegt mit Sa > 1.0 über
dem der Bemessungsspektren nach DIN und EC.
Bei der Auswertung der Versuchsreihen ergeben sich folgende charakteristischen
Eigenschaften:
• der Druck der übereinanderliegenden Meßdosen verläuft qualitativ gleich,
• der Druck der gegenüberliegenden Meßdosen verläuft konträr,
• der Ruhedruck erhöht sich infolge der Verdichtung,
• der maximale Druck über die Höhe kann für die schlanken Silomodelle mit einer
konstanten Druckverteilung approximiert werden, bei den gedrungenen Silos
nimmt der Druck nach oben ab,
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• der Einfluß der verschiedenen untersuchten Schüttgüter ist vernachlässigbar,
• die Wände des rechteckigen Modell haben sich infolge der dynamischen
Belastung nicht meßbar verformt.
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14 Numerische Simulation der Versuche
14.1 Ermittlung der Stoffkonstanten
Für die Versuche wurden zwei verschiedene Quarzsande mit unterschiedlicher
Kornverteilung verwendet. Der feine Quarzsand hatte eine Körnungsverteilung von
0.2 bis 1.0 mm. Beim groben Quarzsand lag sie zwischen 1.0 und 2.0 mm. Beide
Schüttgüter konnten als näherungsweise als kohäsionslos angesehen werden.
Die Stoffkonstanten des hypoplastischen Stoffgesetzes wurden nach dem Verfahren
von HERLE [31] anhand von Elementarversuchen aus der Bodenmechanik bestimmt
(vgl. Tabelle 4.1-2) und mittels numerischer Simulationen dieser Versuche
verifiziert.
Material ϕc [°] hs [Mpa] n ed0 ec0 ei0 α β
Quarzsand
fein 28,9 840 0,34 0,54 0,85 1,00 0,1 1,0
Quarzsand
grob 28,7 1600 0,39 0,63 0,92 1,06 0,22 1,0
Tabelle 14.1-1: Hypoplastische Stoffparameter
Die Stoffkonstanten zur Beschreibung des zeitabhängigen Materialverhaltens der
intergranularen Dehnung wurden anhand von zyklischen Ödometerversuchen
ermittelt. Der Maximalwert der intergranularen Dehnung R wurde zu 0,00020 (fein)
bzw. 0,000125 (grob) ermittelt. Der Erhöhungsfaktor bei 180° Richtungswechsel mR
ergab sich zu 1,5 bzw. 2,1. Der Erhöhungsfaktor bei 90° Richtungswechsel mT
wurde für beide Quarzsande mit 2,0 angenommen.
Material mT mR βr χ R
Quarzsand fein 2,0 1,5 0,30 7,8 0,00020
Quarzsand grob 2,0 2,1 0,26 5,4 0,000125
Tabelle 14.1-2: Stoffparameter der intergranularen Dehnung
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Der Wandreibungsbeiwert wurde im Scherversuch für beide Quarzsande zu µ = 0.5
ermittelt.
14.2 Numerische Modellierung der Silomodelle
14.2.1 Netzgenerierung
Bei der Netzgenerierung der Modellsilos wird zwischen rechteckiger und runder
Grundfläche unterschieden.
Das rechteckige Modell dient zur Simulation eines zweidimensionalen
Dehnungszustands. Aus diesem Grund wird nicht das komplette Modell simuliert,
sondern lediglich ein dünner Streifen dieses Modells (Bild 14.2-1). Dieses
numerische Modell besteht aus fünf bis zehn Elementen in der Ebene und sechs
bzw. zwölf solcher Ebenen über die Höhe. Die Silowände an beiden Seiten
bestehen aus Schalenelementen und Kontaktelementen. Die Verschiebungen
senkrecht zur Anregungsrichtung sind behindert (Bild 14.2-2).
FEM-Modell Versuchs-Modell
Beschleunigungsrichtung
Bild 14.2-1: Prinzipskizze für den Rechtecksilo
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Bild 14.2-2: Rechteckiges FE-Modell
Jede Ebene der runden Modelle besteht aus einem Kreis von Schüttgutelementen,
an die bis zu vier Ringe mit Schüttgutelementen angrenzen. Den Abschluß bildet ein
Ring aus Kontakt- und Schalenelementen. Über die Höhe wurden in Abhängigkeit
von den Modellabmessungen und den verwendeten Elemente vier bis zwölf Ebenen
angeordnet. Wegen der Symmetrie wurde im folgenden nur mit der halben
Geometrie gerechnet. Die Knoten auf der Symmetrieachse wurden aus diesem
Grund senkrecht zur Erregungsrichtung gehalten.
Bild 14.2-3: Rundes FE-Modell
Beschleunigungsrichtung
Beschleunigungsrichtung
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14.2.2 Kinematische Festhaltungen
Die unterste Knotenebene der Volumenelemente wurde kinematisch
unverschieblich gelagert. Dieser Vereinfachung liegt die Annahme zu Grunde, daß
die horizontalen Kräfte im Kontaktbereich Schüttgut/Fundament nicht ausreichen,
um die haltenden Reibungskräfte zu überwinden. Diese Annahme wurde durch die
Ergebnisse der dynamischen Simulationen bestätigt. Der Vertikaldruck, multipliziert
mit dem Reibungsbeiwert µ, war während der gesamten Berechnung größer als der
Schub.
Um geometrisch nichtlineare Effekte der Silowand vernachlässigen zu können,
wurden die Wände der Modellsilos sehr steif gewählt. Diese Annahme wurde durch
Vergleichsrechnungen mit zwei Modellen überprüft. Bei dem ersten Modell wurde
die Silowand bei der Modellierung berücksichtigt, bei dem zweiten Modell wurden
die Bewegungsmöglichkeiten der Silowand durch Festhaltungen behindert. Der
Vergleich der numerischen Ergebnisse zeigt, daß der Einfluß der Silowand
vernachlässigbar ist. Die Silowand verformt sich infolge der dynamischen Belastung
praktisch nicht, so daß die Druckverteilung im Schüttgutsilo identisch ist.
Bei den runden Silomodellen wurde die Silowand ebenfalls verhältnismäßig dick
gewählt. Zusätzlich ist der geschlossene runde Querschnitt sehr viel steifer als der
rechteckige Querschnitt. Somit ist auch für die runden Modellsilos die Annahme
einer Festhaltung der Silowandung richtig. Dies erlaubte die Reduzierung der
Freiheitsgrade des numerischen Modells um die kinematischen Freiheitsgrade der
Schalenelemente.
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15 Numerische Simulation des Lastfalls Eigengewicht
Zur ersten Evaluierung der ermittelten Stoffparameter wurden die statischen
Silodrücke der verschiedenen Silogeometrien numerisch berechnet und mit den
gemessenen statischen Drücken verglichen. Zusätzlich zu den gemessenen und
berechneten horizontalen Drücken wurden auch die theoretischen Horizontaldrücke
nach JANSSEN [34] berechnet. Der Vergleich mit den theoretischen Werten dient der
Überprüfung, ob die experimentellen Randbedingungen denen von realen Silos
entsprechen.
Wie bereits in Kapitel 13 erwähnt, sind die statischen Silodrücke infolge der
granularen Eigenschaften des Schüttguts bei Versuchen ungleichmäßig über den
Siloumfang verteilt. Um die statistischen Einflüsse auf die gemessenen Ergebnisse
zu reduzieren, wurden im statischen Lastfall die Drücke der gegenüberliegenden
Wände arithmetisch gemittelt. In den folgenden Diagrammen sind jeweils die
Meßwerte und die berechneten Drücke auf Höhe der Meßdosen dargestellt und
linear miteinander verbunden (weitere Ergebnisse sind Anhang A zu entnehmen).
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Bild 15-1: Statischer Druck, Modell RBN-grob
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Bild 15-2: Statischer Druck, Modell RBM-grob
Die dargestellten Drücke zeigen eine sehr gute Übereinstimmung (Bild 15-1 und
Bild 15-2). Vor allem die Übereinstimmung der theoretischen und numerischen
Ergebnisse macht deutlich, daß das Verhalten von Schüttgutsilos realitätsnah
wiedergegeben werden kann. Lediglich der Vergleich des theoretischen Drucks
beim rechteckigen Silomodell mit den experimentellen und numerischen
Ergebnissen zeigt leichte Abweichungen (Bild 15-3). Dies liegt daran, daß das
numerische Modell einen zweidimensionalen Dehnungszustand simuliert. Der
theoretische horizontale Druck nach JANSSEN konvergiert bei einer vorgegebenen
Breite b = 0.5 m jedoch erst bei einem Verhältnis von l/b ≈ 80. Aus diesem Grund
wurde zusätzlich zu den bisherigen Drücken auch der theoretische Druck für den
unendlich langen Streifen in die Gegenüberstellung aufgenommen.
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Bild 15-3: Statischer Druck, Modell R-grob
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16 Numerische Simulation des dynamischen Lastfalls
Im folgenden Kapitel sollen die Charakteristika der dynamischen Versuche
numerisch verifiziert werde. Entsprechend Kapitel 13 wird dabei zum einen der
Verlauf des Horizontaldrucks über die Zeit auf Höhe der Meßdosen und zum
zweiten die Verteilung des maximalen Drucks über die Höhe untersucht.
16.1 Auswertung des Verlaufs des dynamischen Drucks über die
Zeit
Das rechteckige Modell dient zu einer ersten Evaluierung des numerischen Modells.
Im folgenden wird der Verlauf des Drucks in der Meßdose 2 des Versuchs R4-fein
untersucht (Bild 16.1-1).
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Bild 16.1-1: Verlauf in der Meßdose 2 des Versuchs R4-fein
Der Verlauf des Drucks kann in drei Bereiche unterteilt werden, die sich sowohl bei
den experimentellen, wie auch bei den numerischen Simulationen ergeben. In dem
ersten Bereich, bis zum Zeitpunkt 5.5 Sekunden, beschleunigt die Diesellokomotive
langsam. Infolge dieser Beschleunigung wird das Schüttgut im Silo nur gering
dynamisch belastet. Der Verlauf des gemessenen Drucks weist in diesem Bereich
größere Schwankungen auf als der Verlauf der numerischen Simulation. Dies ist
zum einen damit zu begründen, daß bei der numerischen Simulation lediglich die
horizontale Erregung berücksichtigt wurde und so der Einfluß der vertikalen
Erregung, verursacht durch Schienenunebenheiten etc., nicht erfaßt werden kann.
Darüber hinaus können geringe Schwankungen bei der Druckmessung durch die
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Meßtechnik und die verschiedenen Meßintervalle verursacht werden.
Der zweite Bereich ist der Bereich, in dem die dynamische Erregung aufgebracht
wird. Während dieses Bereichs treten die maximalen Drücke in den Meßdosen auf.
Die impulsartige Belastung führt bei den rechteckigen Modellen zu einer
Druckerhöhung, die eine bleibende Veränderung des Drucks verursacht. Dies
kennzeichnet den Bereich drei. Das numerische Modell kann diese Effekte sehr gut
wiedergegeben.
Bild 16.1-2 und Bild 16.1-3 stellen die experimentell und numerisch ermittelten
Ergebnisse des Versuchs RBN4-grob in den Meßdosen 0 (oben, vorne) und 2
(unten, vorne) gegenüber. Der Vergleich des Drucks in der Meßdose 2 (Bild 16.1-2)
zeigt, daß der im Versuch und der numerisch ermittelte Druck qualitativ gleich
verlaufen und sich lediglich quantitativ unterscheiden.
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Bild 16.1-2: Vergleich des experimentell und des numerisch ermittelten Druck-
verlaufs in der Meßdose 2 des Versuchs RBN4-grob
Die Verläufe des Drucks über die Zeit mit den runden Modellen weisen die selben
charakteristischen Bereiche auf, wie die Verläufe des rechteckigen Modells.
In Bild 16.1-3 ist der Verlauf in der oberen Meßdose 0 dargestellt. Die qualitative
Übereinstimmung ist auch bei diesem Vergleich sehr gut. Die Ergebnisse dieser
Meßdose zeigen, daß das numerische Modell in der Lage ist, auch ein Ablösen des
Schüttguts von der Silowand (dyn./stat. Horizontaldruck = -1.0) zu simulieren und
die numerische Simulation anschließend realistisch fortzuführen.
Die Auswertung der Versuchsergebnisse mit dem niedrigen Silomodell zeigt, daß
sich der statische Horizontaldruck in der oberen Meßdose nach der dynamischen
Erregung teilweise reduziert. Der gemessene statische Druck des Versuchs RBN4-
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grob in der Meßdose 0 reduziert sich infolge der dynamischen Belastung
(verbleibender dyn./stat. Horizontaldruck < 0.0). Diese Reduzierung des statischen
Drucks ergibt sich auch am numerischen Modell (Bild 16.1-3).
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Bild 16.1-3: Vergleich des experimentell und des numerisch ermittelten Druck-
verlaufs in der Meßdose 0 des Versuchs RBN4-grob
Die numerische Simulation der Versuche zeigt, daß das numerische Modell in der
Lage ist, das dynamische Verhalten des Schüttguts über die Zeit in den
Meßpunkten wiederzugeben. Die dargestellten Ergebnisse weisen eine sehr gute
qualitative Übereinstimmung des Verlaufs über die Zeit auf. Die quantitativen
Unterschiede waren auf Grund der Komplexität des granularen Schüttguts zu
erwarten. Die gute Übereinstimmung der numerischen und experimentellen
Ergebnisse darf nicht darüber hinwegtäuschen, daß das Materialverhalten der
granularen Schüttgüter sehr komplex und hochgradig nichtlinear ist. Diese
Nichtlinearitäten können schon lokal zum Tragen kommen und das
Materialverhalten und damit den Verlauf des Drucks über die Zeit stark
beeinflussen.
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16.2 Auswertung der Verteilung des maximalen Drucks über die
Höhe
Für den Standsicherheitsnachweis von Schüttgutbehältern ist der maximale
Horizontaldruck maßgebend. Aus diesem Grund werden im folgenden die
maximalen Horizontaldrücke der Versuche und der numerischen Simulation
gegenübergestellt.
Bild 16.2-1 vergleicht die Versuchsergebnisse für den Horizontaldruck mit den
numerischen Ergebnissen. Das linke Bild stellt die Ergebnisse des Versuchs R11-
grob an der hinteren, das rechte Bild diejenigen an der vorderen Silowand (in
Fahrtrichtung betrachtet) dar. Die in Bild 16.2-1 linear miteinander verbundenen
Punkte geben die Maximalwerte aus der numerischen Simulation an, wobei deren
Verteilung über die Höhe der Lage der Knoten des Finite-Elemente-Netzes
entspricht. Die mit Rauten gekennzeichneten Einzelpunkte markieren die
experimentell bestimmten Werte. Die Quotienten „max. dyn./stat. Horizontaldruck“
nehmen über die Höhe zu: ein von der numerischen Simulation vorhergesagtes
Resultat, das vom Experiment sehr gut bestätigt wird. Diese Zunahme kann mit dem
mit wachsender Höhe abnehmenden statischen Druck bei näherungsweise
konstantem maximalem dynamischen Druck erklärt werden. Erwartungsgemäß
zeigt der Vergleich der Maximalwerte über die Höhe außerdem, daß die
Beanspruchung von Vorder- und Rückwand unterschiedlich groß ist. Die größeren
Drücke treten dabei an der Rückwand auf. Die Ergebnisse des Versuchs R2-fein
zeigen ein ähnliches Materialverhalten. Die Ergebnisse mit dem feinen Quarzsand
bestätigten die Erkenntnisse aus den Versuchen mit dem groben Quarzsand (Bild
16.2-2).
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Bild 16.2-1: Max. Horizontaldruck hinten und vorne, Versuch R11-grob
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Bild 16.2-2: Max. Horizontaldruck hinten und vorne, Versuch R2-fein
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Der dynamische Horizontaldruck verläuft näherungsweise konstant über die Höhe
des Silos (Bild 16.2-3). Das in der Berechnung ermittelte Ergebnis wird im Versuch
bestätigt.
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Bild 16.2-3: Max. Betrag des dynamischen Horizontaldrucks, Versuch R11-grob
Allgemein liegen die numerisch ermittelten dynamischen Maximaldrücke höher als
die gemessenen Werte. Dies ist damit zu erklären, daß in der numerischen
Berechnung der Versuch mit rechteckigem Grundriß auf einen ebenen
Verzerrungszustand reduziert wird. Im Versuch selber ist diese Reduzierung nur
beschränkt möglich, da auf Grund der Inhomogenität des Materials drei-
dimensionale Effekte zum Tragen kommen. Das zeigte sich bereits bei der
Nachrechnung der statischen Fülldruckwerte, die durchwegs höher lagen als die
gemessenen. Der qualitative Verlauf über die Höhe konnte mit der numerischen
Berechnung verifiziert werden.
Bei der Durchführung und numerischen Verifizierung der runden Siloversuche liegt
der Schwerpunkt bei der Untersuchung des Einflusses des Verhältnisses der Höhe
h zum Durchmesser d des Silos auf die Belastungsverteilung.
Sowohl die Versuche, als auch die numerischen Simulationen der schlanken
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Modelle weisen eine näherungsweise konstante Druckverteilung über die Höhe auf.
Der Verlauf der Drücke auf den beiden gegenüberliegenden Silowänden ist gleich
(Bild 16.2-4). Wie zuvor bei den rechteckigen Modellen kann auch bei den runden
Modellen festgestellt werden, daß die Rückwand stärker als die Vorderwand
beansprucht wird.
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Bild 16.2-4: Max. Horizontaldruck hinten und vorne, RDH9-fein
Reduziert sich das Verhältnis h/d, ist das Silo also gedrungener, ändert sich der
Verlauf des Drucks über die Höhe. Der Verlauf des maximalen Horizontaldrucks
nimmt über die Höhe ab und ist nicht mehr konstant. Bild 16.2-5 stellt die
Ergebnisse des Versuchs RBN4-grob gegenüber. Der Wertebereich des Quotienten
des dynamischen zum statischen Druck ist bei der gedrungenen Silogeometrie
geringer als bei den schlanken Silos, wie z. B. bei dem Versuch RDH9-fein, bei dem
der Quotient im unteren und mittleren Bereich näherungsweise konstant ist und sich
im oberen Bereich signifikant vergrößert. Dies ist damit zu begründen, daß der
Verlauf der Maximalwerte des dynamischen Drucks bei den schlanken Silos durch
eine konstante Verteilung über die Höhe angenähert werden kann (Bild 16.2-7). Der
Verlauf bei den gedrungen Modellen ist über die Höhe nicht konstant. Im oberen
Bereich des Silomodells wirkt ein geringerer Anteil der Schüttgutmasse auf die
Silowand. Ein Teil der dynamischen Last wird über das Schüttgut direkt in den
Untergrund abgetragen.
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Bild 16.2-5: Max. Horizontaldruck vorne und hinten, RBN4-grob
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Bild 16.2-6 Max. Betrag des dynamischen Horizontaldrucks hinten, Versuch
RBN4-grob
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Bild 16.2-7: Max. Betrag des dynamischen Horizontaldrucks hinten, Versuch
RBH2-grob
Die Reduzierung des dynamischen Horizontaldrucks ist ebenfalls im oberen Bereich
der schlanken Silos erkennbar. Bezogen auf die Höhe ist dieser Bereich allerdings
relativ klein.
Die Ergebnisse der Versuche und der numerischen Simulation zeigen eine sehr
gute Übereinstimmung, sowohl bei der Druckverteilung über die Höhe, als auch bei
dem Vergleich der absoluten Werte in den Meßdosen.
Sowohl die Versuche, als auch die numerischen Simulationen zeigen, daß der
Ansatz der Druckverteilung gemäß Eurocode 1 - Druck an der einen Seite,
Entlastung auf der anderen Seite (Bild 2.3-2) – qualitativ richtig ist. Bild 16.2-8 stellt
den Betrag der Druckverteilung auf die beiden gegenüberliegenden Silowände zum
Zeitpunkt des maximalen Drucks auf die hintere Silowand dar. Die hintere Silowand
ist belastet, während die vordere entlastet wird.
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Bild 16.2-8: Vergleich des maximalen Drucks auf die gegenüberliegenden
Silowände zum Zeitpunkt des maximalen Drucks auf die hintere Wand,
RBH2-grob
Der Vergleich der numerischen Ergebnisse zeigt, daß der Druck bei den schlanken
Silomodellen auf beiden Seiten qualitativ gleich verläuft. Der Eurocode 1 definiert
die Druckspitzen in Beschleunigungsrichtung für beide Silowände gleich groß. Die
experimentellen und numerischen Ergebnisse bestätigen das nicht. Aus dem
Vergleich der Absolutwerte des maximalen Drucks geht hervor, daß der Druck auf
die hintere Wand etwa doppelt so goß ist wie auf die vordere Wand.
Die gedrungenen Silos zeigen ein davon abweichendes Verhalten. Während bei den
schlanken Silos die vordere Silowand näherungsweise um einen konstanten Betrag
über die Höhe entlastet wird, reduziert sich beim gedrungenen Silomodell der Druck
im oberen Bereich, so daß es zu einem Ablösen des Schüttguts von der Silowand
kommt. Die durch das Ablösen des Schüttguts freigesetzten Kräfte werden über das
Schüttgut abgetragen. Dies ist daran zu erkennen, daß der Druck in dem
gegenüberliegenden Bereich nicht unverhältmäßig ansteigt. Gleichzeitig ist
signifikant erkennbar, daß der Druck im unteren Bereich des Modells hinten relativ
stark zunimmt und im vorderen Bereich nur gering reduziert wird (Bild 16.2-9).
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Bild 16.2-9: Vergleich des maximalen Drucks auf die gegenüberliegenden
Silowände zum Zeitpunkt des maximalen Drucks auf die hintere Wand,
RBN4-grob
Der Vergleich der maximalen dynamischen Drücke zeigt, daß die Absolutwerte des
gedrungenen Silos geringer sind als die des schlanken Silos. Auf Grund der
unterschiedlichen Anregungsbeschleunigungen ist ein direkter Vergleich
verschiedener Silogeometrien anhand der experimentellen und numerischen
Ergebnisse nicht möglich. Die grundlegende Tendenz läßt sich jedoch aus den
Versuchen ableiten. Eine Verifizierung dieser Beobachtung erfolgt anhand
vergleichender numerischer Simulationen. Eine Beurteilung des Einflusses des
Verhältnisses h/d auf die maximalen Silodrücke läßt sich durch einen Vergleich der
Ergebnisse numerischer Simulationen mit verschiedenen Verhältnissen h/d und
derselben dynamischen Belastung durchführen. Aus diesem Grund wurden die
untersuchten Silomodelle mit der Beschleunigungsfunktion des Versuchs RBH13-
grob angeregt und die ermittelten maximalen Druckverteilungen miteinander
verglichen. Um eine bessere Vergleichbarkeit zu gewähren, werden die maximalen
Drücke nicht über die Höhe ab Siloboden, sondern über eine normierte Höhe
angetragen (Bild 16.2-10).
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Bild 16.2-10: Untersuchung des Einflusses des Verhältnisses h/d
Die Auswertung der Ergebnisse bestätigt, daß der maximale Druck von der
Silogeometrie abhängt. Die Approximimation des Drucks zwischen dem obersten
und untersten Knoten mittels einer konstanten Druckverteilung ergibt für die beiden
schlanken Silos RBM und RBH einen gemittelten Druck von –1.9 kN/m². Dieser
Druck liegt deutlich über dem gemittelten Druck des gedrungenen Silos. Der Druck
des Silomodells RBN beträgt –1.6 kN/m². Darüber hinaus erkennt man bei allen
Modellen eine Reduzierung des dynamischen Drucks im oberen Bereich des Silos.
Lediglich der Beginn des Bereichs variiert abhängig von der Silogeometrie. Bei dem
gedrungenen Modell beginnt der Bereich auf halber Höhe, während er bei den
schlanken Silos erst deutlich weiter oben beginnt.
16.3 Beurteilung der Ergebnisse
Die Ergebnisse der durchgeführten Versuche konnten mit entwickelten numerischen
Modellen verifiziert werden. Das numerische Modell kann das charakteristische
Verhalten seismisch beanspruchter Schüttgutsilos sehr gut wiedergeben. Das
Modell kann sowohl den Verlauf des dynamischen Horizontaldruckes über die Zeit
und über die Höhe wiedergeben, als auch die Erhöhung des Ruhedrucks infolge der
Verdichtung des Schüttguts.
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Die Versuche zeigen aber auch, daß granulare Materialien sehr komplexe
Strukturen sind, die auf Grund der schon lokal auftretenden Inhomogenitäten nur
schwer abzubilden sind und so auch in der Praxis zu starken Schwankungen führen
können. Auf Grund des Versuchsaufbaus und der daraus resultierenden
verschiedenen Beschleunigungsverläufe, können die Versuchsergebnisse nicht
statistisch ausgewertet werden. Eine Aussage bezüglich des Streuungsbereichs der
Meßwerte ist daher nicht möglich.
Für den entwerfenden Ingenieur ergibt sich die Erkenntnis, daß der Einfluß des
Verhältnisses der Höhe zum Durchmesser berücksichtigt werden muß, um eine
ökonomische Bemessung durchführen zu können. Darüber hinaus muß von einem
deutlich erhöhten statischen Horizontaldruck nach einer dynamischen Belastung
ausgegangen werden.
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17 Beispielrechnung mit realer Silogeometrie
Nachdem das numerische Modell anhand der Versuche verifiziert wurde, soll es im
folgenden auf reale Silogeometrien angewendet werden.
17.1 Silogeometrie und Belastung
17.1.1 Silogeometrie
Untersucht wird ein Stahlsilo, das nach DIN und Eurocode für den Lastfall Erbeben
bemessen wurde, mit den folgenden Abmessungen
Höhe [m] 8.00
Durchmesser [m] 4.00
Wandreibungsbeiwert µ [− ] 0.50
Wanddicke [mm] 18
Füllmaterial Hochstetten-Sand
Porenzahl 0.68
Rohdichte [t] 1.50
Tabelle 17.1-1: Geometrie und Materialeigenschaften
Die Siloschale ist unten eingespannt, das Silodach wird vernachlässigt.
17.1.2 Belastung
Das schüttgutgefüllte Silo wird mit dem Eigengewicht des Schüttguts belastet. Der
Beschleunigungszeitverlauf der dynamischen Berechnung wird mit dem Programm
SYNTH [46] synthetisch generiert. Das Zielspektrum entspricht dem Spektrum des
Eurocode 8 [22] für die Bodenklasse B (Bild 17.1-1). Die Zeitschrittweite beträgt
∆t=0.01 Sekunden.
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Bild 17.1-1: Spektrum und Beschleunigungsverlauf
17.2 Ergebnisse
Die Ergebnisse der numerischen Simulation bestätigen die Erkenntnisse der
Untersuchungen an den Silomodellen. Wie bei den Silomodellen verläuft der Druck
in zwei gegnüberliegenden Knoten ebenfalls einander entgegengesetzt. Bild 17.2-1
stellt den Druckverlauf in den Knoten auf halber Silohöhe gegenüber.
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Bild 17.2-1: Vergleich des dynamischen Horizontaldrucks auf halber Silohöhe
Die Erhöhung des statischen Drucks infolge der dynamischen Belastung ist
ebenfalls deutlich zu erkennen. Auch der Druck der übereinander angeordneten
Knoten verläuft, wie bei den Versuchen, qualitativ gleich (Bild 17.2-2).
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Bild 17.2-2: Verlauf der Horizontaldrücke 1.0, 4.0 und 7.0 m über dem Siloboden
Die Auswertung des Betrags des maximalen Drucks auf die Silowand bestätigt, daß
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der Verlauf des maximalen Drucks auf den beiden Seiten zwar qualitativ aber nicht
quantitativ übereinstimmt (Bild 17.2-3).
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Bild 17.2-3: Vergleich des Betrags des maximalen dyn. Drucks über die Höhe
Der berechnete dynamische Druck ist darüber hinaus deutlich geringer, als die nach
Eurocode 1 anzusetzenden Lasten. Nach Eurocode ergäbe sich für das dargestellte
Beispiel ein anzusetzender Druck von 3.0 kN/m². Dies entspricht dem doppelten
Wert des von dem numerischen Modell ermittelten Drucks. Dieses Ergebnis
unterstreicht die Notwendigkeit geeigneter numerischer Modelle zur Simulation des
seismischen Verhaltens von Schüttgutsilos.
Der Vergleich des Drucks über die Höhe bei maximaler Belastung auf der linken
Seite mit dem gleichzeitig entlastend wirkenden Druck auf der gegenüberliegenden
Seite zeigt, daß der Verlauf nur qualitativ übereinstimmt (Bild 17.2-4).
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Bild 17.2-4: Vergleich des maximalen Drucks auf die gegenüberliegenden
Silowände zum Zeitpunkt des maximalen Drucks auf die hintere Wand
17.3 Zusammenfassung
Die numerische Simulation des Beispielsilos bestätigt die Erkenntnisse der
Untersuchungen an den Modellsilos. Alle charakteristischen Eigenschaften finden
sich auch bei den Ergebnissen des Beispielsilos wieder.
Die Auswertung der Versuche und deren numerische Simulation, wie auch die
Ergebnisse der Beispielrechnungen mit realen Silogeometrien zeigen, daß die
vorhandenen Bemessungskonzepte überdacht werden müssen.
Der Vergleich der Normen zeigt, daß der Ansatz der DIN 4149 für eine realistische
Bemessung von Schüttgutsilos nicht geeignet ist, da keine Angaben bezüglich der
Druckverteilung der dynamischen Lasten über die Höhe und den Querschnitt
getroffen werden. Der Eurocode 1 gibt Ansätze für die Lastannahmen,
berücksichtigt aber nicht den Einfluß der Silogeometrie. Dieser Einfluß ist in den
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Versuchen und numerischen Untersuchungen deutlich geworden. Darüber hinaus
unterscheiden sich die maximalen Ordinaten auf der Be- und Entlastungsseite. Der
Vergleich der numerisch ermittelten dynamischen Horizontaldrücke mit den
Lastannahmen nach Eurocode unterstreicht die Notwendigkeit geeigneter
numerischer Modelle zur ökonomischen Bemessung seismisch erregter
Schüttgutsilos.
In Tabelle 17.3-1 sind die wesentlichen Merkmale der Normen und die Erkenntnisse
aus den Versuchen und der numerischen Simulation gegenübergestellt.
DIN EC Eigene Untersuchungen
Einflußgrößen Masse Masse Masse, Verhältnis h/d
Massenanteil komplett komplett abhängig von h/d
Verteilung über die
Höhe
keine Angaben konstant
schlank: konstant
gedrungen: veränderlich
Verteilung über
den Querschnitt
keine Angaben
gleiche max. Ordinaten
auf Be- und
Entlastungsseite
unterschiedliche max.
Ordinaten auf Be- und
Entlastungsseite
Tabelle 17.3-1: Vergleich der DIN 4149 und des EC 1 mit den Erkenntnissen aus
den eigenen Untersuchungen
Dies unterstreicht die Wichtigkeit eines geeigneten numerischen Modells zur
Simulation des dynamischen Verhaltens von Schüttgutsilos für eine sichere und
ökonomisch sinnvolle Bemessung von Schüttgutsilos.
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18 Zusammenfassung und Ausblick
In der vorgelegten Arbeit wird das dynamische Verhalten von Schüttgutsilos anhand
von Versuchen und numerischen Simulationen untersucht.
Das numerische Modell des Schüttgutsilos besteht aus drei Bereichen: dem
Schüttgut, dem Kontaktbereich zwischen Schüttgut und Silowand sowie der
Silowand selbst. Um das dynamische Verhalten des Schüttguts zu simulieren,
werden verschiedene Ansätze der Hypoplastizität untersucht. Neben der
Hypoplastizität in der Version von GUDEHUS, werden zwei Modifikationen untersucht,
die das dynamische Materialverhalten mittels Geschichtsfunktionen beschreiben.
BAUER verwendet dabei die Verformungsleistung als Verzweigungskriterium
zwischen Be- und Entlastung. Die Modifikation von BRAUN dagegen verwendet ein
Energiekriterium als Verzweigungskriterium. Der vierte untersuchte Ansatz ist die
intergranulare Dehnung, die erstmals zur Untersuchung seismisch erregter
Schüttgutsilos verwendet wird.
Die Simulation dynamischer Versuche aus der Bodenmechanik zeigt die Vor- bzw.
Nachteile der verschiedenen Ansätze. Die Grundversion der Hypoplastizität ist nicht
geeignet, das zyklische Verhalten von Schüttgütern zu simulieren. Gleiches gilt für
die Modifikation von BAUER, sobald die Randbedingungen nicht denen des
Ödometerversuchs entsprechen. Deutlich bessere Ergebnisse zeigt die Modifikation
mit dem Energiekriterium, die allerdings das Materialverhalten bei kleinen
Lastamplituden nur unzureichend beschreibt. Aus der Simulation der Versuche geht
hervor, daß der Ansatz der intergranularen Dehnung der geeignetste Ansatz ist.
Für die Modellierung des Kontaktbereichs zwischen dem Schüttgut und der
Silowand wird ein Kontaktelement verwendet, das die Kraftübertragung infolge
Reibung sowie ein lokales Ablösen des Schüttguts von der Silowand und die daraus
resultierende Umlagerung der Kräfte ermöglicht. Die Silowand wird mit elastischen
Schalenelementen abgebildet.
Die Verifizierung des dynamischen Verhaltens des numerischen Modells erfolgt
anhand von Versuchen. Die experimentellen Untersuchungen werden an
Modellsilos durchgeführt, die durch eine Diesellokomotive angeregt werden. Die
Modelle sind dabei auf einem Drehgestell befestigt. Die Versuche dienen zwei
Zielen: zum einen soll das numerische Modell unter vereinfachten und leicht
reproduzierbaren Randbedingungen getestet werden, und zum anderen soll das
Modell an charakteristischen Silogeometrien überprüft werden.
Im ersten Schritt wird der dreidimensionale Dehnungszustand auf einen
zweidimensionalen reduziert. Dieser Dehnungszustand wird mittels eines
rechteckigen Behälters mit einem Seitenverhältnis von vier zu eins simuliert. Im
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weiteren werden verschiedene Verhältnisse der Höhe h zum Durchmesser d
untersucht. Das Verhältnis liegt in einem Bereich von 0.5 bis 4.
Die Versuche zeigen charakteristische Eigenschaften des Schüttguts, die
unabhängig von der Silogeometrie sind:
• Der dynamische Druck in den übereinanderliegenden Meßpunkten, wie auch in
den Knoten der Finite-Elemente-Modelle, verläuft qualitativ gleich.
• Die verschiedenen Meßreihen über die Höhe unterscheiden sich lediglich in
ihrem Betrag. Die Auswertung der maximal auftretenden Horizontaldrücke zeigt,
daß die hintere Silowand stärker beansprucht wird, als die vordere.
• Der Druck verläuft in den gegenüberliegenden Meßdosen bzw. Knotenpunkten
einander entgegengesetzt. Das bedeutet, daß die Maxima auf der einen Seite
zeitgleich mit den Minima auf der gegenüberliegenden Seite auftreten.
Die experimentell ermittelten Ergebnisse können mit dem numerischen Modell
verifiziert werden und sollten bei der Bemessung von Schüttgutsilos berücksichtigt
werden.
Dieses numerische Modell verbessert die bisherigen Modelle, indem
• das Schüttgut durch räumliche Volumenelemente simuliert wird,
• mit der intergranularen Dehnung ein Materialgesetz für das Schüttgut verwendet
wird, das in der Lage ist, das zyklische Materialverhalten des Schüttguts
realistisch wiederzugeben,
• im Kontaktbereich Schüttgut/Silowand ein Kontaktelement entwickelt wurde, das
ein lokales Ablösen des Schüttguts von der Silowand simulieren kann und so
das tatsächliche Bauwerksverhalten realistischer abbilden kann und
• das numerische Modell anhand von Versuchen mit verschiedenen
Silogeometrien verifiziert wurde.
Darüber hinaus zeigt die numerische Simulation von Beispielsilos, daß das
entwickelte Modell in der Lage ist, auch reale Silogeometrien abzubilden. Der
Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den Lastannahmen des Eurocodes
unterstreicht die Notwendigkeit geeigneter numerischer Modelle, um Schüttgutsilos
sicher und ökonomisch sinnvoll für den Lastfall Erdbeben zu bemessen. Dazu ist
das entwickelte numerische Modell sehr gut geeignet.
Zukünftigen Forschungsvorhaben steht mit dem entwickelten und verifizierten
numerischen Modell ein wichtiges Werkzeug zur Verfügung, um weitergehende
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Untersuchungen durchzuführen. Der nächste Schritt sollte eine Übertragung der
erhaltenen Erkenntnisse auf reale Silogeometrien beinhalten, um aus den
resultierenden Ergebnissen verbesserte Bemessungsrichtlinien zu entwickeln. Es ist
erstrebenswert, weitere Versuche durchzuführen. Dabei sollte das besondere
Augenmerk darauf liegen, den Streuungsbereich der Meßergebnisse statistisch zu
untersuchen. Wünschenswert wäre darüber hinaus eine zusätzliche Erfassung der
Verteilung des dynamischen Drucks über den Querschnitt mit Hilfe von Meßdosen,
um auch über die Verteilung des Drucks über den Querschnitt Aussagen machen zu
können. Ziele für weitere Arbeiten sollten eine Berücksichtigung des nichtlinearen
Materialverhaltens der Silowand und die Berücksichtigung der Boden-Bauwerks-
Interaktion sein, um den Einfluß weiterer Parameter auf das Verhalten seismisch
erregter Schüttgutsilos beurteilen zu können.
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19 Nomenklatur
Arabische Buchstaben
A Geschichtsparameter oder Querschnittsfläche
A& inkrementeller Zuwachs des Geschichtsparameters
Amax Maximalwert des Geschichtsparameters
maxA& inkrementeller Zuwachs des Maximalwerts des Geschichtsparameters
Ak Flächenanteil des Knotens k
a Parameter der Hypoplastizität oder horizontale Erdbeben-
beschleunigung
a0 Bodenbeschleunigung
ai, bi, ci Richtungskosinus
B Verzerrungsmatrix
BT transponierte Verzerrungsmatrix
C Dämpfungsmatrix
Co, C1, C2 Konstanten zur Bestimmung der Elementsteifigkeitsmatrix
cd Federkonstante
cn Steifigkeit in normaler Richtung
ct1, ct2 Steifigkeit in tangentialer Richtung
D Deformationsrate
De elastische Deformationsrate
Dpl plastische Deformationsrate
d Durchmesser
e aktuelle Porenzahl
ec, eco, ecr Porenzahl im kritischen Zustand
ed, ed0 Porenzahl bei maximaler Verdichtung infolge zyklischer Scherung
ei, eio Porenzahl bei isotroper Kompression
emin Porenzahl bei dichtester Lagerung
er, es, et Normalenvektor
e0 Anfangsporenzahl
E Elastizitätsmodul
F Parameter der Hypoplastizität
FP Fließbedingung
FR Rückstellkraft
Fx, Fy, Fz Kräfte in lokaler x-, y- und z-Richtung
fb Faktor zur Berücksichtigung der Barotropie
fd Faktor zur Berücksichtigung der Pyknotropie
fe Faktor zur Berücksichtigung der Pyknotropie
fm Geschichtsfunktion
fp Fließfläche
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fs Steifigkeitsfaktor
ft Funktion zur Begrenzung der Verdichtbarkeit
Gj ständige Lasten
HE statische Ersatzlast
hp Verfestigungsfunktion
hs Granulathärte
I1, I2, I3 Grundinvarianten des Spannungstensors T
Icr Porenzahlverhältnis
J Jacobimatrix
JA Jacobideterminante
K Steifigkeitsmatrix
k Knotennummer
ks Schubkorrekturfaktor
L Funktion des Stoffgesetzes von GUDEHUS
M Massenmatrix
Mi Stoffmatrix der intergranularen Dehnung
m Masse
mT, mR Stoffkonstanten der intergranularen Dehnung
Nk Formfunktionen
N Funktion des Stoffgesetzes von GUDEHUS
n Exponent des hypoplastischen Stoffgesetzes
P Verkehrslast
Pn Belastungszustand
phf horizontaler Wanddruck
ps mittlerer Druck
pwf Wandreibungslast
pvf Vertikallast
q Parameter der Plastizität
Rmax maximale intergranulare Dehnung
r0, r1 Stoffkonstante der Geschichtsfunktion von BAUER
r, s, t Elementkoordinaten
Tε Spannungen
T& CAUCHYsche Spannungsrate
o
T Spannungsrate
T Transformationsmatrix
t Zeit
tp Stoffkonstante des plastischen Stoffgesetzes
U Umfang
Un Ungleichgewichtskraft
u, v, w globale Verschiebungskomponenten
u`, v`, w` lokale Verschiebungskomponenten
V Volumen
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v Verformungsvektor
v Geschwindigkeit
W Spintensor
w Breite des quadratischen Silos
Griechische Buchstaben
α Abminderungsfaktor
α1 - α7 Faktoren für die Erdbebenersatzkraft
α, β Exponenten der Hypoplastizität oder Knotenverdrehungsfreiheitsgrade
oder Koeffizienten der RAYLEIGH-Dämpfung
β(T) Spektralwert
βr Stoffkonstante der intergranularen Dehnung
χ Stoffkonstante der intergranularen Dehnung oder Baugrundfaktor
∆ε Dehnungsinkrement
∆σ Spannungsinkrement
∆t Zeitinkrement
∆un Relativverschiebung in normaler Richtung
∆ut1, ∆ut2 Relativverschiebung in tangentialer Richtung
δ intergranulare Dehnung
δ& inkrementeller Zuwachs der intergranularen Dehnung
δˆ Richtung der intergranularen Dehnung
ε1, ε2, ε3 Dehnung in Richtung der Hauptspannungen
ε`b, ε`m, ε`s Biege-, Membran- und Schubverzerrungen
εdt Grenzwert der Iterationsschrittweite
εij Dehnung
εint Faktor zur Unterteilung des Bereichs der intergranularen Dehnung
εiteration Toleranzgrenze
εsigma Grenze der Spannungsinkrementierung
εsubstep Genauigkeitsschranke
εv Volumendehnung
ε`z lokale Dehnungskomponente
γ Schubverzerrung oder Wichte
η, ξ, ζ Koordinaten im Einheitskoordinatensystem
ϕ0 Anfangsreibungswinkel
ϕc kritischer Reibungswinkel
λ Verhältnisfaktor oder Lastfaktor
kλ& , &λp Proportionalitätsfaktoren
Ω Energiedichte
146 Nomenklatur
µ Wandreibungsbeiwert
µo Reibungsbeiwert
µ1, µ2, µ3 Stoffkonstanten der Geschichtsfunktionen
Θ Matrix der Richtungskosinuse (Transformationsmatrix)
Θ Anteilsfaktor des Theta-Verfahrens
θ Hilfsparameter des hypoplastischen Stoffgesetzes
ρ bezogene Größe der intergranularen Dehnung
ρs Rohdichte des Schüttguts
σ1, σ2, σ3 Hauptspannungen
σij Spannung
σn Spannung in normaler Richtung
τ Schubspannung
ψ Hilfsparameter des hypoplastischen Stoffgesetzes
ψi,j Auslenkung des Massepunktes j in der i-ten Eigenform
Matrizen und Rechenalgorithmen
δ skalarer Wert
δ Vektor
u
r
Vektor
D Tensor zweiter Ordnung
L Tensor vierter Ordnung
L:D Tensorprodukt eines Tensors vierter und zweiter Ordnung,
L:D = LijklDkl
T:D Tensor-Multiplikation, T:D = TijDij
TD Tensorprodukt zweier Tensoren zweiter Ordnung, TD = TijDkl
D euklidische Norm, ijijDD=D
trT Spur, trT = Tii
Tˆ Verhältnis der Spannungen zur Spur der Spannungen, Tˆ =T/trT
∇v Gradient
1 Einheitsmatrix
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21 Anhang A
21.1 Vergleich des statischen Drucks
21.1.1 Quarzsand 1.0-2.0 mm (grob)
RBH, Quarzsand 1.0-2.0 mm
0.00
0.25
0.50
0.75
1.00
1.25
1.50
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0
horizontaler Druck [kN/m²]
H
öh
e 
ab
 S
ilo
bo
de
n 
[m
]
Versuch
FEM
Theorie
Bild 21.1-1: Statischer Druck, Modell RBH-grob
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Bild 21.1-2: Statischer Druck, Modell RDH-grob
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21.1.2 Quarzsand 0.2-1.0 mm (fein)
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Bild 21.1-3: Statischer Druck, Modell R-fein
RBN, Quarzsand 0.2-1.0 mm
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Bild 21.1-4: Statischer Druck, Modell RBN-fein
RBM, Quarzsand 0.2-1.0 mm
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Bild 21.1-5: Statischer Druck, Modell RBM-fein
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RBH, Quarzsand 0.2-1.0 mm
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Bild 21.1-6: Statischer Druck, Modell RBH-fein
RDH, Quarzsand 0.2-1.0 mm
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Bild 21.1-7: Statischer Druck, Modell RDH-fein
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21.2 Beschleunigungsverläufe und Spektren
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Bild 21.2-1: Beschleunigungsverlauf und Spektrum R2-fein
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Bild 21.2-2: Beschleunigungsverlauf und Spektrum R11-grob
-3.0
-2.0
-1.0
0.0
1.0
2.0
3.0
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0 16.0
Zeit [s]
Be
sc
hl
eu
ni
gu
ng
 [m
/s
²]
0.1 1 10
Periode [s]
0.1
1
10
S
a 
[m
/s
²]
RBN4
Bild 21.2-3: Beschleunigungsverlauf und Spektrum RBN4-grob
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Bild 21.2-4: Beschleunigungsverlauf und Spektrum RBM3-fein
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Bild 21.2-5: Beschleunigungsverlauf und Spektrum RBH2-grob
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Bild 21.2-6: Beschleunigungsverlauf und Spektrum RDH9-fein
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Weitere Versuchsergebnisse
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Bild 21.2-7: Verlauf der Drücke in den Meßdosen 0 bis 2, RBM3-fein
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Bild 21.2-8: Verlauf der Drücke in den Meßdosen 3 bis 5, RBM3-fein
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Bild 21.2-9: Verlauf der Drücke in den Meßdosen 0 bis 2, RDH9-fein
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Bild 21.2-10: Verlauf der Drücke in den Meßdosen 3 bis 5, RDH9-fein
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21.3 Weitere numerische Ergebnisse
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Bild 21.3-1: Max. Horizontaldruck hinten und vorne, Versuch RBM3-fein
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Bild 21.3-2: Max. Horizontaldruck hinten und vorne, Versuch RBH2-fein
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22 Anhang B
22.1 Bestimmung der Stoffkonstanten des hypoplastischen
Stoffgesetzes
Um das komplexe Materialverhalten des Bodens unter Be- und Entlastung
wirklichkeitsgetreu darstellen zu können, benötigt das Materialgesetz in der
Formulierung von NIEMUNIS und HERLE insgesamt 13 Bodenparameter. Diese lassen
sich aufteilen in die acht Stoffkonstanten des hypoplastischen Stoffgesetzes und in
fünf weitere Parameter für den Ansatz der intergranularen Dehnung.
Die acht Stoffkonstanten des hypoplastischen Stoffgesetzes können aus
Standardversuchen bestimmt werden [31]. Insgesamt müssen sechs verschiedene
Versuche durchgeführt werden:
• Sieblinie
• Schüttkegelversuch
• Kompressionsversuch
• Schlaggabelversuch
• Scherversuch
• Einrieselversuch
dabei müssen die folgenden Kennwerte ermittelt werden:
• Reibungswinkel
• maximale, minimale und kritische Porenzahl
Da für diese Parameterbestimmung die Korngrößenverteilung benötigt wird, wurde
die Sieblinie ermittelt, so daß die untersuchten Sande klassifiziert werden konnten.
Die Ergebnisse sind in Tabelle 22.1-1 aufgeführt.
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Material ρs
[g/cm³]
γ
[kN/m³]
d50
[mm]
<0,6 mm
[%]
<2,0 mm
[%]
U
[ - ]
Quarzsand 0,2/1,0 2,65 17,5 0,48 57,6 100,0 1,51 mS
Quarzsand 1,0/2,0 2,65 18,5 1,51 0,8 98,9 1,37 gS
Tabelle 22.1-1: Eingangsparameter
Der Quarzsand mit der Körnung 0,2-1,0 mm wurde als mittlerer Sand, der
Quarzsand mit der Körnung 1,0-2,0 mm als grober Sand klassifiziert.
Die Stoffkonstanten lassen sich nach HERLE wie folgt ermitteln. Auf die im folgenden
verwiesenen Diagramme finden sich bei HERLE [31].
• Kritischer Reibungswinkel φc
Der kritische Reibungswinkel φc lässt sich bei kohäsionslosen Granulaten in
einem Schüttkegelversuch ermitteln.
• Granulare Härte hs und Exponent n
Der Exponent n ist abhängig von der Ungleichförmigkeitszahl U, sowie den
Korngrößen d50 und d0 (Einheitsgröße d0 = 1.0). Für den Exponenten n
entwickelte HERLE ein Diagramm mit der Eingangsgröße U/(d50/d0)1/3.
Die Granulare Härte hs lässt sich in Abhängigkeit vom Kompressionsbeiwert CC
( )01C T/Tlnd
deC = (22.1-1)
bestimmen. Der Kompressionsbeiwert leitet sich aus dem Ergebnis des
Ödometerversuchs her. Die granulare Härte ergibt sich zu:
n/1
C
ss C
enp3h 


 ⋅=
(22.1-2)
• Porenzahlen ec0, ed0 und ei0
Für die drei Porenzahlen ec0, ed0 und ei0 definiert HERLE drei Näherungen:
ec0 ≈ emax (22.1-3)
ed0 ≈ emin (22.1-4)
ei0 ≈ 1,15 emax (22.1-5)
Die Porenzahlen emax bzw. emin ergeben sich mittels des Einriesel- und des
Schlaggabelversuchs.
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• Exponenten α und β
Der Exponent α kann in Abhängigkeit vom kritischen Reibungswinkel φc und dem
Peakreibungsbeiwert φp bei der zugehörigen relativen Porenzahl re aus einem
Diagramm abgelesen werden. Als Näherungen schlägt HERLE für den
Peakreibungsbeiwert φp
φp = φc + 12,0° (22.1-6)
und für die relative Porenzahl re
minmax
max
e ee
ee1r −
−−≈ (22.1-7)
vor. Der Exponent β kann zu 1,0 angenommen werden. Für die beiden
untersuchten Quarzsande ergaben sich die folgenden Hilfsparameter und
Stoffkonstanten.
Material e ϕp [°] U/(d50/d0)1/3 re CC ps
Quarzsand fein 0,67 40,9 0,91 0,40 0,016 0,125
Quarzsand grob 0,70 40,7 1,2 0,24 0,012 0,125
Tabelle 22.1-2: Hilfsparameter
Material ϕc [°] hs [Mpa] n ed0 ec0 ei0 α β
Quarzsand
fein
28,9 600 0,39 0,55 0,85 0,97 0,28 1,0
Quarzsand
grob
28,7 1100 0,39 0,63 0,92 1,06 0,22 1,0
Tabelle 22.1-3: Stoffkonstanten des hypoplastischen Stoffgesetzes
Der Vergleich der Ergebnisse der numerischen Simulation mit den
Versuchsergebnissen zeigt, daß die ermittelten Kennwerte das Materialverhalten
nicht ausreichend genau beschreiben (Bild 22-1).
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Bild 22-1: Vergleich der numerischen Simulation mit den ermittelten Kennwerten mit
Versuchsergebnissen
Aus diesem Grund wurden die ermittelten Parameter des hypoplastischen
Stoffgesetzes durch Vergleichsrechnungen verifiziert. Dabei wurden einzelne
Parameter modifiziert. Die daraus resultierenden Kennwerte (Kapitel 14.1) können
das Materialverhalten deutlich besser abgeben (Bild 22-2).
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Bild 22-2: Vergleich der numerischen Simulation mit den neuen Kennwerten mit
Versuchsergebnissen
Die Stoffparameter der intergranularen Dehnung können nur durch Angleichen der
numerischen Ergebnisse an Ergebnisse dynamischer Versuche bestimmt werden.
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• Parameter R
Der Parameter begrenzt den Bereich, in dem das Material dem intergranularen
Stoffgesetz unterliegt. Der Wert von R ist abhängig von der Struktur des
Korngerüsts und sollte im Verhältnis zu den vorkommenden Korndurchmessern
gesehen werden. In der Literatur finden sich für feinkörnige Sande Werte um 10-4
als Grenzbereich der intergranularen Dehnung.
• mT und mR
Die Parameter mT und mR sind Skalierungsfaktoren für die Steifigkeiten bei
Spannungspfadumkehr und Änderung der Belastungsrichtung. Um das
hysteresische Materialverhalten simulieren zu können, muss der Wert für die
Steifigkeit im Wiederbelastungsast nach der Lastumkehr größer sein als bei der
Erstbelastung. Daraus resultiert, daß mT und mR größer 2,0 sein sollten.
• ξ und βr
Die beiden Parameter ξ und βr steuern die Interpolation im Übergangsbereich
von der intergranulare Dehnung in den Bereich des hypoplastischen
Stoffgesetzes. HERLE und NIEMUNIS schlagen für ξ einen Wertebereich von 1,0
bis 10,0 und für βr einen Wertebereich von 0,001 bis 1,0 vor.
Der Vergleich der Ergebnisse der numerischen Simulation mit den
Versuchsergebnissen zeigen eine gute Übereinstimmung (Bild 22-3).
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Bild 22-3: Vergleich der numerischen Simulation mit Versuchsergebnissen beim
zyklischen Ödometerversuch
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